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 ВВЕДЕНИЕ 

 

Математический анализ – это совокупность разделов математики, 

которые занимаются изучением функций и их обобщений методами 

дифференциального и интегрального исчисления. Он является осно-

вой для изучения других математических курсов, дает необходимый 

математический аппарат для изложения экономических дисциплин. 

Данное пособие является методической разработкой для студен-

тов, обучающихся по направлению подготовки 38.03.02 «Менедж-

мент» при изучении раздела «Математический анализ» дисциплины 

Б.2.1 «Математика», и по направлению подготовки 38.03.01 «Эконо-

мика» при изучении дисциплины Б.2.3 «Математический анализ». 

Методическое пособие предоставляет возможность организовать 

самостоятельную работу студентов, направленную на формирование 

следующих компетенций:  

ОК-15 «Овладение методами количественного анализа и модели-

рования, теоретического и экспериментального исследования» (для 

направления подготовки 38.03.02 «Менеджмент»);  

ПК-1 «Способность собрать и проанализировать исходные дан-

ные, необходимые для расчета экономических и социально-

экономических показателей, характеризующих деятельность хозяйст-

вующих субъектов»;  

ПК-2 «Способность на основе типовых методик и действующей 

нормативно-правовой базы рассчитать экономические и социально-

экономические показатели, характеризующие деятельность хозяйст-

вующих субъектов»;  

ПК-3 «Способность выполнять необходимые для составления 

экономических разделов планов расчеты, обосновывать их и пред-

ставлять результаты работы в соответствии с принятыми в организа-

ции стандартами» (для направления подготовки 38.03.01 «Экономи-

ка»). 

Данное пособие включает в себя следующие темы: «Предел и не-

прерывность функции», «Производная и дифференциал функции», 

«Применение  производной к исследованию функции», «Неопреде-

ленный интеграл», «Определенный интеграл», «Функции нескольких 

переменных», «Дифференциальные уравнения», «Числовые ряды» и 

задания для индивидуальной самостоятельной работы студентов, ко-



 4 

торые могут быть использованы в качестве расчетно-графической ра-

боты. 

Каждая тема содержит краткие теоретические сведения, методи-

ческие рекомендации по использованию основных теорем и формул, 

подробно разобранные примеры решения задач, контрольные вопро-

сы и задачи для самостоятельного решения, снабженные ответами.  

Для контроля освоения раздела «Математический анализ» реко-

мендуется использовать задания для самостоятельной работы, вклю-

чающие 30 вариантов, которые представлены в пособии. 

Рекомендуется следующий порядок работы над материалом каж-

дой темы: 

 изучение литературы по теме; 

 разбор примеров решения задач; 

 подготовка ответов на контрольные вопросы; 

 самостоятельное решение задач. 
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Тема 1  ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ 

 
Литература 

[1], глава 10, § 10.1–10.8   

[2], глава 6, § 6.1–6. 8 

 

Предел функции 

 

Число A  называется пределом функции )(xfy   в точке ax  , 

если для любого, сколь  угодно малого, положительного числа   су-

ществует положительное число  , такое, что при всех x , отличных от 

а и удовлетворяющих неравенству  ax , выполняется неравен-

ство   Axf )( . 

Символическая запись:       Axf
ax




)(lim .                                   (1.1) 

Если )(xf  стремится к числу A  при x , стремящемся к a , и при 

этом ax   )( ax  , то A  называется левым (правым) пределом функ-

ции )(xf  при x , стремящемся к a . 

Символическая запись:       )0()(lim
0




afxf
ax

, 

                                               )0()(lim
0




afxf
ax

.                                 

Левый и правый пределы называются односторонними пределами 

функции. 

 

Основные теоремы о пределах 

 

1.  constccc
ax




,lim  (предел постоянной величины есть величина 

постоянная); 

2.  )(lim)(lim))()((lim xxfxxf
axaxax



 ; 

3.  )(lim)(lim))()((lim xxfxxf
axaxax



 ; 

3*. )(lim))((lim xfcxfc
axax 

  ,    constc  ; 

3**. n

ax

n

ax
xfxf ))(lim())((lim


  (предел степени функции равен сте-

пени предела этой функции); 
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4.  
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

x

xf

x

xf

ax

ax

ax 





 ,  если 0)(lim 


x

ax
 ; 

5.  Функция не может иметь более одного предела; 

6.  Предел непрерывной функции при ax  равен частному зна-

чению этой функции при  ax  , если это значение существует, т.е. 

                    )()(lim afxf
ax




.                                                         (1.2) 

  Итак, при нахождении предела функции подставляем в функцию 

вместо x  его предельное значение. 

 

Раскрытие неопределенностей 

 

Иногда при непосредственной подстановке вместо x  его пре-

дельного значения, получаем выражения вида ;1;0;;;
0

0 



 

00;0  , которые называются неопределенностями. Они раскрывают-

ся по соответствующим правилам. 

1. Для раскрытия неопределенности  вида 






0

0
 следует: 

  а) разложить числитель и знаменатель на простейшие множите-

ли для дальнейшего их сокращения; 

  б) при наличии иррациональных выражений умножаем  числи-

тель и знаменатель на сопряженное выражение (для получения фор-

мул сокращенного умножения) и опять сокращаем одинаковые мно-

жители. 

2. Для раскрытия неопределенности вида 









 делим числитель и 

знаменатель на переменную в высшей степени для сведения беско-

нечно большой величины к  бесконечно малой величине, предел ко-

торой равен нулю. 

Неопределѐнности вида   ,  0  сводятся путѐм алгеб-

раических преобразований к неопределѐнностям вида 






0

0
 или 









. 

3. Часто употребляются и так называемые замечательные преде-

лы. 
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При наличии тригонометрических выражений используют пер-

вый замечательный предел:               

                                        1
sin

lim
0


 x

x

x
 .                                           (1.3) 

Следствия:  а)     ;
sin

lim
sin

lim
00

k
kx

kxk

x

kx

xx



 

                      б)      

;1
1

1
1

cos

1
lim

sin
lim

cos

sin
limcos

sin

lim
0

0
lim

00

000


















xx

x

xx

x

x

x

x

x

tgx

xx

xxx  

                      в)      k
x

tgkx

x


0
lim . 

 

Неопределѐнность вида  1  раскрывается с помощью второго 

замечательного предела и следствий из него. 

                                e
x

x

x



)

1
1(lim ,                                               (1.4) 

где е – основание натуральных логарифмов, т.е. 

NNe lnlog       , ...71,2e  

Другая форма записи второго замечательного предела 

                                  ex x

x




1

0
)1(lim .                                             (1.5) 

 

Следствия:   а)  
kx

x
e

x

k



)1(lim ; 

                      б)   kkx

x
e

x



)

1
1(lim ;  

                      в)   
knnx

x
e

x

k



)1(lim . 

 

Непрерывность функции 

 

Функция )(xfy   называется непрерывной в точке 0x , если су-

ществует предел функции в этой точке и он равен значению функции 

в этой точке, т.е.   
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                                 )()(lim 0
0

xfxf
xx




.                                         (1.6) 

Условие непрерывности функции (1.6) означает выполнение трех 

условий: 

1)  функция )(xf  определена в точке 0x  и в еѐ окрестности, т.е. 

существует )( 0xf ; 

2)  функция )(xf  имеет предел при 0xx  : 

         2а)  существует конечный  )(lim
00

xf
xx 

; 

         2б)  существует конечный  )(lim
00

xf
xx 

; 

         2в)  )(lim
00

xf
xx 

= )(lim
00

xf
xx 

; 

3)  предел функции в точке 0x  равен значению функции в этой 

точке, т.е. выполняется равенство (1.6). 

 

Точки, в которых нарушается непрерывность функции, называ-

ются точками разрыва этой функции. 

  Все точки разрыва функции разделяются на точки разрыва пер-

вого и второго рода. Точка разрыва 0x  называется точкой разрыва 

первого рода функции )(xfy  , если в этой точке существуют конеч-

ные пределы функции слева и справа (односторонние пределы), т.е. 

1
0

)(lim
0

Аxf
xx




  и 2
0

)(lim
0

Аxf
xx




. При этом: 

       а) если 21 АА  , то точка 0x  называется точкой устранимого раз-

рыва; 

       б) если 21 АА  , то точка 0x  называется точкой неустранимого 

(конечного) разрыва. 

 Величину 21 AA   называют скачком функции в точке разры-

ва первого рода. 

  Точка разрыва 0x  называется точкой разрыва второго рода 

функции )(xfy  , если, по крайней мере, один из односторонних 

пределов (справа или слева) не существует или равен бесконечности. 
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Примеры решения задач 

 

Пример 1.1.   Вычислить пределы: 

1. 
2

22
lim

0 xx

xx

xx 




  при 20 x ,  10 x ,  0x ; 

2.  
x

x

x 3

2sin
lim

0
;                   3. 43)

2

1
1(lim 


 x

x x
. 

 

Решение.  

1а)    0
22

2222
lim

2

2

2

2

2











 xx

xx

x
. 

 Так как данная функция непрерывна в точке 2x , а знаменатель 

при 2x  отличен от нуля, то, чтобы найти еѐ предел при 2х , дос-

таточно аргумент x  заменить его предельным значением. 

 

1б)  При 1x  знаменатель и числитель дроби равны нулю, зна-

чит, имеет место неопределенность вида 






0

0
.  Для вычисления пре-

дела следует разложить числитель и знаменатель на множители по 

формуле ))(( 21
2 xxxxacbxax  , где 21, xx  – корни многочле-

нов.  

02 2  xx ;  92)1(414 22  acbD , 

 
2

811

2
2,1









a

Db
x ;  11 x ,  22 x . 

                          )1)(2(2 2  xxxx  

 

Тогда       

  
 

3
1

2)1(2
lim

1

12
lim

0

02
lim

112

2

1

























 x

x

xx

xx

xx

xx

xxx
. 

 

1в)   При x  числитель и знаменатель следует разделить на 
2x  – наивысшую степень х в данной дроби, далее применить основ-

ные теоремы о пределах и свойствах бесконечно малых величин: 
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1
10

100

1
1

1
12

lim
2

lim
2

2

2





























x

xx

xx

xx

xx
, 

где 
xx

1
;

2
2

 – бесконечно малые, предел их равен нулю. 

 

2.  Для вычисления данного предела следует умножить и разде-

лить числитель и знаменатель дроби на 2 и воспользоваться свойст-

вами пределов и формулой (1.3) 

     .
3

2

3

2
1

3

2
lim

2

2sin
lim

23

22sin
lim

0

0

3

2sin
lim

0000













 xxxx x

x

x

x

x

x
 

 

3.  Воспользовавшись свойствами степеней и свойствами преде-

лов, надо преобразовать подпредельное выражение, а затем восполь-

зоваться формулой (1.4) 

       2

3

42

3

4343 )01()
2

1
1(lim)

2

1
1(lim1)

2

1
1(lim ee

xxx x

x

x

x

x
 






. 

 

Пример 1.2.   Вычислить предел 
x

x

x

93
lim

0




. 

Решение. 

В данном примере имеем неопределенность вида 






0

0
. Умножим 

числитель и знаменатель на сопряженное выражение, т.е. на 

93  x . Отсюда,  

      












 )93(

99
lim

)93(

)93)(93(
lim

93
lim

000 xx

x

xx

xx

x

x

xxx
 

       
6

1

93

1

93

1
lim

)93(
lim

00



















 xxx

x

xx
. 

 

Пример 1.3.   Вычислить предел  xctgx
x

3lim
0



. 

Решение. 

Неопределенность вида 0 . Представим функцию 

xctgxx 3)(   в виде дроби, которая в точке 0x  дает неопределен-
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ность вида 






0

0
, после чего преобразуем еѐ так, чтобы можно было 

воспользоваться первым замечательным пределом (1.3). 

 













x

x

x

x

xx
xctgx

xxx
3cos

3sin
lim

3sin

3cos
lim3lim

000
 

3

1
1

3
3

3sin

1
lim3coslim

3sin

1
lim

000







x

x
x

x

x xxx
. 

 

Пример 1.4.   Вычислить предел  
x

x

x

5arcsin
lim

0
. 

Решение. 

Положим yx 5arcsin , тогда yx sin5  , откуда yx sin
5

1
 . 

Если 0x , то 0y , следовательно, 

 5
sin

lim5

sin
5

1
lim

5arcsin
lim

000


 y

y

y

y

x

x

yyx
. 

Пример 1.5.   Вычислить предел  

15

32

12
lim
















x

x x

x
. 

Решение. 

При x   15x . Выясним, как ведет себя основание 

функции при x , раскрывая неопределенность 









: 

1
2

2

3
2

1
2

lim
32

12

lim
32

12
lim 


















x

x

xx

x
xx

x

x

x

xxx
, так как 0

3
,

1


xx
 при 

x . 

Значит, в данном примере имеем неопределенность вида  1 . 

Приведем данный предел ко второму замечательному пределу (1.4), 

выделяя в основании слагаемое равное 1. 




















































151515

32

3212
1lim1

32

12
1lim

32

12
lim

x

x

x

x

x

x x

xx

x

x

x

x
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32

42032

4
)15(

4

32
15

lim
32

4
1lim

32

4
1lim 




















































 x

x

x

x
x

x

x

x

x
e

xx
. 

Вычислим отдельно предел показателя степени: 

10
2

20

3
2

4
20

lim
32

420
lim 












x

x

x

x

xx
, так как 0

3
,

4


xx
 при x . 

Таким образом,  10

15

32

12
lim e

x

x
x

x
















. 

 

Пример 1.6.   Вычислить предел  
xx

x

x 5sin

4cos1
lim

0 




. 

Решение. 

Имеем неопределенность 






0

0
. Воспользуемся формулой триго-

нометрии: 
2

sin2cos1 2   , а затем применим первый замечатель-

ный предел. 

5

8

5

42
lim

5
5

5sin

2
2

2sin
2

lim
5sin

2sin2
lim

5sin

4cos1
lim

2

2

0

2

0

2

00

























 x

x

x
x

x
x

x
x

x

xx

x

xx

x

xxxx
. 

 

Пример 1.7.   Вычислить предел  
xx

xx

x sin5sin

4sin6sin
lim

0 




. 

Решение. 

Здесь неопределенность вида 






0

0
, так как 00sin  . Используем 

формулы тригонометрии: 
2

cos
2

sin2sinsin








   и 

2
cos

2
sin2sinsin








 . А затем учтем, что 10cos  , и 

воспользуемся первым замечательным пределом. 
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









 x

x

xx

xx

xx

xx

xxx 2sin

5sin
lim

3cos2sin2

cos5sin2
lim

sin5sin

4sin6sin
lim

000
 

2

5

2

5
lim

2

5

2sin

2

5

5sin
lim

00











 x

x

x

x

x

x

x

x

xx
. 

 

Пример 1.8.   Вычислить предел  

6
cos

3
lim

3 x

x

x 




. 

Решение. 

При подстановке вместо x  предельного значения 3, получаем не-

определенность 






0

0
, так как 0

2
cos 


. Сделаем замену: tx 3 , то-

гда tx  3 , при 03  tx . Затем воспользуемся формулой при-

ведения 


sin
2

cos 







  и первым замечательным пределом. 





















6
sin

lim

62
cos

lim

6

)3(
cos

lim

6
cos

3
lim

0003 t

t

t

t

t

t

x

x

tttx 
 




66

6
sin

6lim
0






















 t

t

t
. 

 

Пример 1.9.   Функция y  задана различными аналитическими 

выражениями для различных областей изменения аргумента x : 

















.1,24

;12,4

;2,2
2

xеслиx

xеслиx

xеслиx

y  

Требуется: 1) найти точки разрыва функции, если они существу-

ют; 2) найти предел функции y  при приближении аргумента x  к точ-

ке разрыва слева и справа; 3) найти скачок функции в точке разрыва. 

Решение. 

Данная функция определена и непрерывна в интервалах 

   1,2,2,  и  ,1 . При 2x  и 1x  меняется аналитическое 
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выражение функции, и только в этих точках функция может иметь 

разрыв. Определим односторонние пределы в точке 2x : 

  02limlim
0202




xy
xx

;     04limlim 2

0202




xy
xx

. 

Односторонние пределы существуют, конечны и совпадают. 

Функция в этой точке непрерывна. Определим односторонние преде-

лы в точке 1x : 

  34limlim 2

0101




xy
xx

;     224limlim
0101




xy
xx

. 

Так как односторонние пределы функции y  в точке 1x  не рав-

ны между собой, то в этой точке функция имеет разрыв первого рода. 

Скачок функции 5)3(2  . График функции показан на ри-

сунке 1. 

                

Пример 1.10. Исследовать на непрерывность функцию 
2

3




x

x
y . 

Решение. 

Область определения функции );2()2;()( yD . 

Так как функция элементарная, то она непрерывна на области оп-

ределения, т.е. на множестве );2()2;(  . В точке 2x  

функция не существует, значит, 2x  – точка разрыва. Классифици-

руем точку разрыва. Для этого вычислим односторонние пределы 

функции в точке 2x . 


 2

3
lim

02 x

x

x
;   

 2

3
lim

02 x

x

x
. 

При этом числитель 063 x , а знаменатель в первом случае 

стремится к нулю, оставаясь отрицательным, а во втором – стремится 

к нулю, оставаясь положительным. 

x 

y 

Рисунок 1 – График функции из примера 1.9 
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Так как односторонние пределы равны бесконечности, то 2x  – 

точка разрыва 2-го рода. 

 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Что называется пределом  функции непрерывного аргумента?  

2. Сформулируйте основные теоремы о пределах функции. 

3. Какая переменная величина называется бесконечно малой, 

бесконечно большой? Какова зависимость между ними? 

4. Сформулируйте и напишите первый и второй замечательные 

пределы. 

5. Укажите основные приемы раскрытия неопределенностей. 

6.   Дайте определение непрерывности функции )(xfy   в точке и 

области. 

7.   Что называется точкой разрыва функции? 

8.   Дайте определения односторонних пределов функции в точке. 

 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

1.1. Вычислить пределы: 

а)  723lim 2

2



xx

x
;                     д) 

45

86
lim

2

2

4 



 xx

xx

x
; 

б) 
562

13
lim

23

2

3 



 xx

x

x
;                    е) 

125

12
lim

23

3





 xx

xx

x
; 

в) 
13

2
lim

22 



 xx

x

x
;                        ж) 

23

432
lim

2

2





 xx

xx

x
; 

г) 
x

xx

x 3

325
lim

23

0




;                     з) 

43

243
lim

23

3





 xx

xx

x
. 

1.2. Вычислить пределы: 

а) 
x

x

x

2sin
lim

0
;                                в)   x

x
x

1

0
21lim 


; 

б) 
 

2

2

0 2

2sin
lim

x

x

x
;                          г) 

x

x x

x









 1
lim . 
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1.3. Вычислить пределы: 

а) 
x

x

x

11
lim

0




;                           д) 

x

x

x 4sin

11
lim

0




; 

б) 
123

2
lim

4 



 x

x

x
;                        е) 

x

x

x 



 1

1
lim

2

1
; 

в) 
tgx

tgx

x  11
lim

0
;                        ж) 












 4

4

2

1
lim

22 xxx
; 

г) 
42

lim
0  x

x

x
;                         з)  112lim 22 


xx

x
. 

1.4. Вычислить пределы: 

а)  xctgx
x

53sinlim
0




;                   в)   x

x

x
x 6

2

0
31lim




 ; 

б) 

1

12

52
lim
















x

x x

x
;                       г) 

14

2

2
2

32

2
lim



 










x

x x

x
. 

1.5. Вычислить пределы: 

а) 
673

3134
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
;                   б) 

253

882
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
. 

1.6. Дана функция 
1

2




x

x
y  и два значения аргумента 

2,1 21  xx .  

а) Проверить, является ли данная функция непрерывной или раз-

рывной при данных значениях аргумента. 

б) Найти односторонние пределы в точках разрыва. 

в) Построить график функции на интервале  6;6 . 

1.7. Дана функция. Найти еѐ точки разрыва, если они существу-

ют, и скачок функции  в каждой точке разрыва. 

а) 
1

3




x
y ;          б) 

4

1
2 


x

y ;          в) 
102

53
2 




xx

x
y ;    

г) 












.2

,2
2

1 2

xприx

xприx
y            д) 

















.5,272

,5,2124

,102

xприx

xприx

xприx

y  
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Тема 2  ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ  

 
Литература 

[1], глава 11, § 11.1–11.4 

[2], глава 7, § 7.1–7.7, глава 9, § 9.1–9.3 

 

Производная функции 

 

Производной функции )(xfy   в точке 0x  называется предел (ес-

ли он существует и конечен) отношения приращения функции к при-

ращению аргумента, когда приращение аргумента стремится к нулю. 

Итак, по определению 

      
x

xfxxf
y

x 






)()(
lim 00

0
   или   

0

0
0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx 





. 

Функция )(xfy  , имеющая производную в каждой точке интер-

вала (a;b), называется  дифференцируемой в этом интервале. Опера-

ция нахождения производной функции называется дифференцирова-

нием.  

Геометрический смысл производной. Производная от функции 

)(xfy   при данном значении x  равна угловому коэффициенту каса-

тельной к графику этой функции в точке с абсциссой x : tgky  . 

Механический смысл производной. Производная от пути по вре-

мени есть скорость. Производная от скорости по времени есть уско-

рение:       )()(),()( tatvtvts  . 

Производная сложной функции равна произведению производной 

от функции по промежуточному аргументу на производную от про-

межуточного аргумента, т.е. если )(ufy  , где )(xu  , то      

                                                   xux uyy  . 

 

 

Таблица производных 

 

Она включает в себя правила дифференцирования, производные 

всех основных элементарных функций, аргументом в которых являет-

ся функция u , зависящая от x . 
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1. 0c                                                 11.  uaaa uu  ln)(                                                                      

2.  1uu                                                12.  uee uu )(  

3.  vuvu  )(                                13.  uuu  cos)(sin  

4.  uvvuuv )(              14.  uuu  sin)(cos  

5.  uccu )(                                         15.  
u

u
tgu

2cos
)(


  

6.  
2v

vuvu

v

u 












                               16. 

u

u
ctgu

2sin
)(


  

7.  
u

u
u


)(ln                                        17.  

21
)(arcsin

u

u
u




  

8.   unuu nn  1)(                               18.  
21

)(arccos
u

u
u




  

9.  
u

u
u

2
)(


                                     19.  

21
)(

u

u
arctgu




  

10. 
2

1

u

u

u














                                     20.  

21
)(

u

u
arcctgu




  

 

Замечание. Если функция простая, то умножать на u  не нужно. 

Например,   1
 nn nxx ,   xx cossin 


 и т. д. 

Чтобы найти производную функции, неявно заданной уравнением 

0),( yxF , нужно продифференцировать обе части этого уравнения 

по x , считая y  функцией от x . А затем выразить из полученного 

уравнения y. 

Производной  п-го порядка (или п-й производной) называется про-

изводная от производной (п-1)-го порядка: 

)( )1()(  nn yy . 

Дифференциал функции )(xfy   равен произведению производ-

ной этой функции на дифференциал независимой переменной 

                                           dxydy  . 

Дифференциалом  п-го порядка называется дифференциал от 

дифференциала (п-1)-го порядка: 

                                                  
nnn dxyyd )( . 
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Примеры решения задач 

 

Пример 2.1.   Найти производные функций и их дифферен-

циалы: 

  1.   19
3

5
3 3 2

3

4  x
x

xy ;        2.    
2

2

2 x

e
y

x


 ;      

  3.  3)
3

sin3(ln
x

xy  ;                  4.  xxxy cos1 23  . 

Решение.  

1. Используя свойства степеней, данная функция записывается в 

виде: 

                          19
3

5
3 3

2

34   xxxy , 

т.е. вводятся дробные и отрицательные показатели степени. Далее 

применяется правило (3) из таблицы производных дифференцирова-

ния алгебраической суммы и формула (8) дифференцирования сте-

пенной функции: 

            
34

3
1

3

2

43 65
120

3

2
9)3(

3

5
43

xx
xxxxy 


 . 

Дифференциал данной функции имеет вид: 

                           dx
xx

xdy )
65

12(
34

3  . 

2. Применяя правило (6) дифференцирования частного двух 

функций, а также формулу (12), производная данной функции нахо-

дится следующим образом:    

.
)2(

)2(2

)2(

2)2(2

)2(

2)2()2(

)2(

)2()2()(

2

22

22

22

222

22

222

22

2222

2

2

x

xxe

x

xexe

x

xexxe

x

xexe

x

e
y

xxx

xxxxx




































 

Дифференциал данной функции:  

                          .
)2(

)2(2
22

22

dx
x

xxe
dy

x




   
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Используя правило дифференцирования сложной функции и таб-

лицу производных, находятся производные следующих функций: 

3. 

.
3

cos
3

11

3
sin3ln3

33
cos

3

)3(

3
sin3ln3

3
sin3ln

3
sin3ln3

3
sin3ln

22

23
































 







































































x

x

x
x

xx

x

xx
x

x
x

x
x

x
xy

 

Производную произвольной функции находят, начиная с послед-

него действия. В данном случае последнее действие – возведение в 

третью степень, поэтому воспользовались производной степенной 

функции   uuu 
 23 3 , где 

3
sin3ln

x
xu  . 

Дифференциал функции: 

                .
3

cos
3

11

3
sin3ln3

2

dx
x

x

x
xdy 

















  

 

4. 

   

 

.sin1
1

cos
3)sin(1

cos
12

)1(
3)(cos1cos13

cos1)(cos1

2

2

22

2

2
2222

2323

xx
x

xx
xxx

x
x

x
xxxxxx

xxxxxxy























 

Дифференциал функции: 

                dxxx
x

xx
xdy 











 sin1

1

cos
3 2

2

2 . 

 

Пример 2.2.   Найти производные неявно заданных функций: 

1) 03sin 2  yxyx ;     2)   0cos 
y

x
xy . 

Решение. 

1) Продифференцируем обе части этого уравнения по x , считая y  

функцией от x . 
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      03sin 2 








yxyx , 

06cos  yyyxyxx . 

Выразим теперь y: 

xyyxy cos)6(  ,  
yx

xy
y

6

cos




   или 

xy

xy
y






6

cos
. 

2)    0cos 














y

x
xy , 

0))(sin(
2





y

yxy
yxyxy . 

Находим производную y: 

    0sinsin 23  yxyxyyxyxyy , 

    xyyyxyxyxy sinsin 32  , 

откуда 

 
 

  
  xyyx

xyyy

xyxyx

xyyy
y

sin1

sin1

sin

sin
2

2

2

3









 . 

 

Пример 2.3. Найти производную второго порядка функции 

xarctgy 5 . 

Решение. 

Найдем сначала первую производную этой функции: 

 
 

22 251

5
5

51

1

x
x

x
y








 . 

При нахождении второй производной воспользуемся формулой 

(10) из таблицы производных, где 2251 xu  . 

 
 

   
.

251

250
225

251

5

251
251

1
5

251

1
5

251

5

2222

2

2222

x

x
x

x

x
xxx

y























































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Контрольные вопросы 

 

1. Дайте определение производной данной функции. 

2. Каков геометрический смысл производной? 

3. Каков механический смысл производной? 

4. В чем заключается правило дифференцирования сложной 

функции? 

5. Приведите формулы дифференцирования основных элемен-

тарных функций. 

6. Как найти производную неявной функции? 

7. Что называется дифференциалом функции? Как выражается 

дифференциал функции через ее производную? 

8. Каков геометрический смысл дифференциала данной функ-

ции? 

9. Что называется производной п-го порядка данной функции? 

10. Что называется дифференциалом п-го порядка данной функ-

ции? 

 

Задачи для самостоятельного решения 
 

2.1. Найти производные функций: 

1. 
3

3
3

2 x
xxy  ;                  2. xxy 2 ;             3. 

3

3
2

2






x

x
y ; 

4. 423 33  xxy ;            5. xxy sin2 ;              6.  532 xy  ; 

7.  12sin  xy ;                     8. 
x

x
y

2cos2

sin
 ;             9. xxy 322  ; 

10.  xxy cosln2cos2  ;      11. xexy  3 ;           12.  xxy ln1 ; 

13. 
21arccos xxxy  ;    14.  xy arcsin ;        15. 

21

2

x

x
arctgy


 . 

2.2. Найти производные функций, заданных неявно: 

1. 02235 22  yxyx ;    2. xyxeye yx  ;   3. 0cossin   xeye yx . 

2.3. Найти производные высшего порядка: 

1. y
xx

x
y 




 ;

52

23
2

?      2.   ?;53 2
yxxy      3. ?;cos yxxy   

2.4. Найти значение производной функции  12ln 2  xxy  в 

точке 2x . 
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Тема 3  ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ  

К ИССЛЕДОВАНИЮ  ФУНКЦИЙ 

 
Литература 

[1], глава 11, § 11.5–11.8 

[2], глава 8, § 8.1–8.10 

 

Правило Лопиталя 

 

Теорема 1. Предел отношения двух бесконечно малых или двух 

бесконечно больших функций равен пределу отношения их произ-

водных, если последний предел существует (конечный или бесконеч-

ный). 

То есть, если имеет место неопределенность вида 






0

0
 или 









, 

то  
)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx 





   ( 0x – число или  ). 

 

Возрастание и убывание функций. Экстремумы функций 

 

Функция )(xfy   в промежутке (а; в) называется возрастающей 

(убывающей), если для любых двух значений 1x  и 2x из этого проме-

жутка неравенство х2>х1 влечет за собой неравенство )()( 12 xfxf   

( )()( 12 xfxf  ).                                    

Функция, возрастающая или убывающая на некотором проме-

жутке, называется монотонной. 

 

Теорема 2 (достаточный признак монотонности функции). 

Если во всех точках некоторого промежутка 0)(  xf  ( 0)(  xf ), 

то функция )(xf  возрастает (убывает) на этом промежутке. 

Функция  )(xf  имеет максимум (минимум) в точке 0x , если в не-

которой окрестности этой точки (при 0xx  ) выполняется неравенст-

во )()( 0xfxf   ( )()( 0xfxf  ). 

Максимум или минимум функции называется экстремумом 

функции. 
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Теорема 3 (необходимое условие существования экстремума). 

Если дифференцируемая функция )(xfy   имеет экстремум в 

точке 0x , то еѐ производная  в этой точке равна нулю или не сущест-

вует: 0)( 0  xf  или  )( 0xf . 

  Точки, в которых первая производная равна нулю или не суще-

ствует, называются критическими точками 1-го рода. 

 

Теорема 4 (достаточный признак существования экстремума). 

Пусть функция )(xfy   непрерывна в некотором интервале, со-

держащем критическую точку 0x  и дифференцируема во всех точках 

этого интервала, кроме, быть может, самой точки 0x . 

Если при переходе слева направо через критическую точку 0x  

производная y меняет свой знак с «+» на «–», то в этой точке функ-

ция имеет максимум. 

Если при переходе слева направо через критическую точку 0x  

производная y меняет свой знак с «–» на «+», то в этой точке функ-

ция имеет минимум. 

Если при переходе слева направо через критическую точку 0x  

производная y не меняет свой знак, то в этой точке функция не име-

ет экстремума. 

Итак, для нахождения экстремума функции следует: 

1. Найти y; 

2. Найти критические точки, т.е. точки в которых 0y  или  

y ; 

3. Исследовать смену знаков первой производной при переходе 

через критические точки на основании достаточного признака и сде-

лать выводы о существовании экстремумов в критических точках; 

4. Найти значения )( minmin xfy   и  )( maxmax xfy  . 

 

 

Иногда исследование на экстремум целесообразно проводить с 

помощью второй производной, особенно в задачах прикладного ха-

рактера. 
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Теорема 5 (исследование функции на экстремум с помощью вто-

рой производной). 

Если в точке 0x  первая производная функции равна нулю, а вто-

рая производная существует и отлична от нуля, то в точке 0x  функ-

ция имеет максимум, если 0)( 0  xf  и минимум, если 0)( 0  xf . 

 

Выпуклость и вогнутость графика функции. Точки перегиба 

 

График дифференцируемой функции )(xfy   называется выпук-

лым (вогнутым) на интервале );( ba , если он расположен ниже (выше) 

касательной, проведенной в любой точке этого интервала. 

Теорема 6 (достаточный признак выпуклости и вогнутости 

функции).  

Если функция )(xfy   во всех точках интервала );( ba  имеет от-

рицательную вторую  производную, т.е. 0)(  xf , то график функции 

в этом интервале выпуклый. Если же 0)(  xf  для любых );( bax , 

то график вогнутый. 

Справедлива и обратная теорема. 

 

Точка графика непрерывной функции, в которой выпуклость ме-

няется на вогнутость или наоборот, называется точкой перегиба. 

Теорема 7 (необходимое условие существования перегиба). 

Если 0x  – точка перегиба графика функции )(xfy  , то еѐ вторая 

производная  в этой точке равна нулю или не существует: 0)( 0  xf  

или  )( 0xf . 

Теорема 8 (достаточный признак существования точки переги-

ба). 

Если вторая производная )(xf   при переходе через точку 0x , в ко-

торой она равна нулю или не существует, меняет знак, то точка гра-

фика с абсциссой 0x   есть точка перегиба. 

Точки, в которых вторая производная )(xy   равна нулю или не 

существует, называются критическими точками второго рода для 

функции )(xfy  . 
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Асимптоты графика функции 

 

Построение графика функции значительно облегчается, если 

знать его асимптоты. 

Прямая называется асимптотой графика функции )(xfy  , если 

расстояние от точки М графика до этой прямой стремится к нулю при 

удалении точки М в бесконечность. 

Асимптоты могут быть вертикальными, наклонными и горизон-

тальными. 

Прямая ax   является вертикальной асимптотой графика функ-

ции )(xfy  , если 


)(lim xf
ax

, или 


)(lim
0

xf
ax

, или 




)(lim
0

xf
ax

. 

Вертикальные асимптоты нужно искать в точках разрыва второго 

рода и на границах области определения. 

Уравнение наклонной асимптоты будем искать в виде bkxy  , 

где   

x

xf
k

x

)(
lim


 ,  а    ))((lim kxxfb

x



. 

Если 0k , то )(lim xfb
x 

 , тогда by   является уравнением го-

ризонтальной асимптоты. 

 

Общая схема исследования функции и построения графика 

 

Исследование функции )(xfy   целесообразно вести в опреде-

ленной последовательности: 

1. Найти область определения функции; 

2. Определить четность ( )()( xfxf  ) или нечетность 

( )()( xfxf  ) функции. График четной функции симметричен от-

носительно оси Оу, а нечетной – относительно начала координат; 

3. Найти (если можно) точки пересечения графика с осями коор-

динат; 

4. Исследовать функцию на непрерывность. Найти точки разрыва 

и вычислить односторонние пределы; 

5. Найти асимптоты графика функции; 

6. Найти интервалы монотонности функции и еѐ экстремумы; 
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7. Найти интервалы выпуклости и вогнутости графика функции, 

точки его перегиба; 

8. Построить график функции. В системе координат провести 

асимптоты; нанести точки пересечения графика функции с осями ко-

ординат, точки экстремума и точки перегиба графика функции; опре-

делить направление кривой, учитывая интервалы возрастания, убы-

вания, выпуклости и вогнутости кривой. Если есть необходимость, 

дополнительно найти значения функции для некоторых значений ар-

гумента и нанести полученные точки. Затем провести плавную кри-

вую по отмеченным точкам, приближая еѐ к асимптотам. Концы кри-

вой проводят параллельно асимптотам. 

 

 

Примеры решения задач 

 

Пример 3.1. Вычислить пределы: а) 
ee

x
xx 





1
lim

2

1
; б) 

x

x

x

ln
lim


. 

Решение.  

а) При подстановке вместо x  предельного значения 1 получаем 

неопределенность 






0

0
. Рассмотренные ранее методы раскрытия не-

определенностей не применимы в данном примере. Воспользуемся 

правилом Лопиталя. 

 
  ee

x

ee

x

ee

x
xxxxxx

22
lim

1
lim

1
lim

1

2

1

2

1














. 

б) Здесь имеется неопределенность вида 









. Для ее раскрытия 

воспользуемся правилом Лопиталя. 

 

 
0

2
lim

2
lim

2

1

1

lim
ln

lim
ln

lim 





 xx

x

x

x

x

x

x

x

xxxxx
. 

Пример 3.2. Вычислить предел 
30

cossin
lim

x

xxx

x




. 
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Решение. 

 

 

 

 
.

3

1

3

cos
lim

3

sin
lim

0

0

3

sin
lim

3

sin
lim

3

sincoscos
lim

cossin
lim

0

0cossin
lim

00

02020

3030











































x

x

x

x

x

x

xx

x

xxxx

x

xxx

x

xxx

xx

xxx

xx

 

Правило Лопиталя в одном примере может применяться несколь-

ко раз. 

Пример 3.3. Вычислить пределы: а) 









 xx

x

x ln

1

1
lim

1
;  

б)  x
x

tg
x




2
4

lim
2


. 

Решение. 

а) Так как при 1x  0ln x , то имеем неопределенность вида 

  . Приводя дроби к общему знаменателю, перейдем к неопре-

деленности 






0

0
 и воспользуемся правилом Лопиталя. 

 
 

  

 

.
2

1

11

1

11

1

lim

1
1ln

ln
lim

0

0

1
1ln

ln
lim

1
ln

1
1

ln

lim

ln1

1ln
lim

ln1

1ln
lim

ln

1

1
lim

2

1

111

111










































































xx

x

x
x

x

x
x

x

x

x
x

x
xx

xx

xxx

xx

xxx

xx

x

x

xxx

xxx

 

б) При 2x   
24




x
, а 

4

x
tg


, следовательно, имеем неоп-

ределенность вида  0 . Чтобы воспользоваться правилом Лопита-
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ля, еѐ нужно преобразовать к одному из двух видов: 






0

0
 или 









. 

Здесь проще и разумнее опустить в знаменатель 
4

x
tg


. 

 
 

.
4

1
4

4
sinlim

4

44
sin

1

1
lim

4

2
lim

0

0

4

2
lim2

4
lim

2

2

2

2222




















































x

x
x

ctg

x

x
ctg

x
x

x
tg

x

xxxx

 

 

Пример 3.4. Исследовать функцию и построить еѐ график:  

23
3

1 23  xxxy . 

Решение. Данная функция существует при любом значении x, 

значит, областью существования функции является вся числовая ось. 

Функция непрерывна на своей области определения. Следовательно, 

вертикальных асимптот нет. 

При 0x  имеем 2y . Точка )2;0(A  – точка пересечения с осью 

Оy. 

Функция ни чѐтная, ни нечѐтная, так как    

)()(23
3

1
2)(3)()(

3

1
)( 2323 xyxyxxxxxxxy  . 

)(xy  – непериодическая функция. 

Для нахождения точек экстремума определим первую производ-

ную функции и приравняем еѐ к нулю: 

32)23
3

1
( 223  xxxxxy ;   т.е. 0322  xx . 

Корни этого уравнения: 
2

1242
2,1


x ;  11 x , 32 x  – кри-

тические точки 1-го рода. 

Эти точки разбивают числовую ось на три интервала: 

);1();1;3();3;(  . 

Разложим квадратный трѐхчлен первой производной на множите-

ли: 
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)3)(1(322  xxxxy . 

Из полученного разложения видно, что в первом интервале про-

изводная положительная, во втором интервале – отрицательная, в 

третьем – положительная (таблица 1). 

 
Таблица 1 – Интервалы возрастания и убывания функции примера 3.4 

x )3;(   –3   )1;3(  1 );1(   

y

 

+ 0 – 0 + 

y   max   min   
 

Так как  при переходе через точку 3x  первая производная ме-

няет свой знак с плюса на минус, то в этой точке функция имеет мак-

симум. Так как производная )(xy  при переходе через критическую 

точку 1x  меняет знак с минуса на плюс, то в этой точке функция 

имеет минимум. 

Далее вычислим значения функции в точках экстремума: 

112)3(3)3()3(
3

1
)3( 23

max  yy ; 

3

1
2)1(3)1()1(

3

1
)1( 23

min  yy . 

Точка )11;3(B  – точка максимума, точка )
3

1
;1(C  – точка мини-

мума. 

Для нахождения точки перегиба графика функции, интервалов 

выпуклости и вогнутости, находим вторую производную )(xy   и 

приравняем еѐ к нулю: 

022  xy .  

Из полученного уравнения находится точка 1x  – критическая 

точка 2-го рода. Эта точка разбивает числовую ось на два интервала: 

);1();1;(  . 

В первом интервале вторая производная отрицательная, а во вто-

ром – положительная, значит, в первом интервале график функции 

выпуклый, а во втором – вогнутый (таблица 2). 

Так как )(xy   при переходе через точку 1x  меняет знак, то 

1x  – абсцисса точки перегиба графика функции. Ордината точки 

перегиба:  
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7,5
3

17
2)1(3)1()1(

3

1
)1( 23 y . 

 
Таблица 2 – Интервалы выпуклости и вогнутости 

     графика функции примера 3.4 

x )1;(   –1 );1(   

y   – 0 + 

y   перегиб   
 

Для определения уравнения наклонной асимптоты bkxy    

воспользуемся формулами:  
x

y
k

x
 lim ;   )(lim kxyb

x



. 

Тогда     












 x

xx
x

xxx

k
xx

2
3

3

1
lim

23
3

1

lim 2

23

. 

Следовательно, данная функция наклонных асимптот не имеет. 

По полученным данным строим график функции (рисунок 2): 

  
Пример 3.5. Исследовать функцию и построить еѐ график:    

                                  
4

202






x

x
y . 

 

Решение. 

1. Область определения:  

              );4()4;()(  xyD . 

                               у 

                        В          11 

 

 

 

 

 

 

                                А  2 

                                         

                                        С 

                -5      -3     0    1       3                х 

 

Рисунок 2 – График функции из примера 3.4 
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2. Функция ни чѐтная, ни нечѐтная, так как    

 
 

)()(
4

20

4

20
)(

22

xyxy
x

x

x

x
xy 









 . 

2. При 0x  имеем 5y . Точка )5;0( A  – точка пересечения с 

осью Оy. 

0y , так как 0202 x , следовательно, точек пересечения с 

осью Ox  нет. 

4. Исследуем функцию на непрерывность. 

Заданная функция непрерывна всюду, кроме точки 4x . Вычис-

лим еѐ односторонние пределы в этой точке: 










 0

36

4

20
limlim

2

0404 x

x
y

xx
; 










 0

36

4

20
limlim

2

0404 x

x
y

xx
. 

Таким образом, точка 4x  является для заданной функции точ-

кой разрыва второго рода, а прямая 4x  – вертикальной асимптотой 

графика. 

5. Для определения уравнения наклонной асимптоты bkxy    

воспользуемся формулами:  
x

y
k

x
 lim ;   )(lim kxyb

x



. 

Тогда 1
4

1

20
1

lim
4

20
lim

2

2

2

2

2










































x
x

x
x

xx

x
k

xx
; 

4
4

204
lim

4

420
lim

4

20
lim

222


























 x

x

x

xxx
x

x

x
b

xxx
. 

Таким образом, прямая 4 xy  – наклонная асимптота графика. 

6. Для нахождения точек экстремума определим первую произ-

водную функции и приравняем еѐ к нулю: 

   
   2

2

2

2

4

208

4

2042











x

xx

x

xxx
y ; 

 
0208;0

4

208 2

2

2





xx

x

xx
;   10,2 21  xx . 
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Таблица 3 – Интервалы возрастания и убывания функции примера 3.5 

x )2;( 

 

–2 )4;2(  4 )10;4(  10
 

);10( 

 

y   + 0 – не 

сущ. 

  – 0 + 

y    max        min   
 

Далее вычислим значения функции в точках экстремума: 

 
4

42

202
)2(

2

max 



 yy ; 

20
410

2010
)10(

2

min 



 yy . 

Точка )4;2( B  – точка максимума, точка )20;10(C  – точка ми-

нимума. 

7. Для нахождения точки перегиба графика функции, интервалов 

выпуклости и вогнутости находим вторую производную )(xy   и при-

равняем еѐ к нулю: 

     
 

      
   

.
4

36

4

208442

4

20842482

34

22

4

22















xx

xxxx

x

xxxxx
y

 

Так как 0y , то график заданной функции точек перегиба не 

имеет. Остается выяснить вопрос об интервалах его выпуклости и во-

гнутости. 
Таблица 4 – Интервалы выпуклости и вогнутости 

     графика функции примера 3.5 

x )4;(  4 );4(   

y   – не сущ. + 

y      
 

8. Построим график функции (рисунок 3). 
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Контрольные вопросы 

 

1. Какая функция называется возрастающей (убывающей) на ин-

тервале  ba; ? 

2. Сформулируйте достаточный признак возрастания (убывания) 

функции. 

3. Что называется максимумом (минимумом) функции? 

4. Сформулируйте необходимое условие существования экстре-

мума. 

5. Сформулируйте достаточные признаки существования экстре-

мума. 

6. Как отыскать наибольшее и наименьшее значения функции на 

данном интервале? 

7.  Какая кривая называется выпуклой (вогнутой)? 

8.  В чем заключаются достаточные условия выпуклости и вогну-

тости кривой? 

9.  В чем состоят необходимый и достаточный признаки для су-

ществования точек перегиба? 

10.  Сформулируйте теорему Лопиталя. Приведите различные 

примеры применения правила Лопиталя. 

11.  Изложите общую схему исследования  функций. Что называ-

ется асимптотой кривой? Как найти вертикальные и наклонные асим-

птоты кривой? 

x 

y 

B 

C 

10 

 

4 

Рисунок 3 – График функции из примера 3.5 

  

   20 



 35 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

3.1. Найти пределы функций, используя правило Лопиталя: 

1. 
54

23
lim

23

23

1 



 xx

xx

x
;                2. 

x

xx

x 2

23

0 sin

2
lim




; 

3. 
x

xex

x 3sin

1
lim

20




;                      4. 

25

8
lim

23

25

2 



 xxx

xx

x
; 

5. 
x

ee xx

x 5sin
lim

0






;                        6. 

  
x

xx

x 3sin

51lnsin
lim

0




; 

7. 











 1

11
lim

0 xx ex
;                  8. xtgx

x

5coslim

2





; 

9.  x

x
exctgx 


lnlim

0
;             10. 












 1

7

1

5
lim

751 xxx
. 

3.2. Исследовать на экстремум следующие функции: 

1. xxxy 33 23  ;                2. 
4

4
2 


x

x
y ;                3. 

2

2 8

2 x

x
y  . 

3.3. Найти наибольшие и наименьшие значения функций: 

1. 10249 23  xxxy  на отрезке  3;0 ; 

2. xxy ln2  на отрезке  e;1 . 

3.4. Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба 

графиков функций: 

1. 432 236 xxxxy  ;       2.  4ln1 2  xy ;         3. 
4

1
2 


x

y . 

3.5. Найти асимптоты кривых: 

1. 
2

92 2






x

x
y ;          2. 

2

2

1

1

x

x
y




 ;           3. xxey  . 

3.6. Исследовать функции и построить их графики: 

1. 23 3xxy  ;         2.  
 

2

1
2






x

x
y ;         3. 2

2x

xey


 . 
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Тема 4 НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

 
Литература 

[1], глава 13, § 13.1, 13.2  

[2], глава 10, § 10.1–10.8 

 

Неопределенный интеграл 

 

Функция F(x) называется первообразной функции )(xf  на интер-

вале );( ba , если для любого );( bax  выполняется равенство 

)()( xfxF        (или dxxfxdF )()(  ). 

Множество всех первообразных функций CxF )(  для )(xf  на-

зывается неопределенным интегралом от функции )(xf  и обознача-

ется символом  dxxf )( . 

 Таким образом, по определению 

                                CxFdxxf  )()( . 

 

           Операция нахождения неопределенного интеграла от функции 

называется интегрированием этой функции. 

Отметим ряд свойств неопределенного интеграла, вытекающих 

из его определения. 

1. Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынте-

гральному выражению, а производная неопределенного интеграла 

равна подынтегральной функции: 

                    dxxfdxxfd )())(( ;     )()')(( xfdxxf . 

                    )(0)(')')(()')(( xfxFCxFdxxf . 

    Благодаря этому свойству правильность интегрирования про-

веряется дифференцированием.  

2. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функ-

ции равен сумме этой функции и произвольной постоянной: 

                                        CxFxdF )()( . 

3.  Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 

              dxxfadxxaf )()( , где 0a  – постоянная. 

4. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы конечного 

числа непрерывных функций равен алгебраической сумме интегралов 

от слагаемых функций:  

                          dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( . 
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5. (Инвариантность формулы интегрирования). 

Если   CxFdxxf )()( , то и   CuFduuf )()( , где )(xu   – 

произвольная функция, имеющая непрерывную производную. 

           

Таблица основных неопределенных интегралов 

 

1. C
a

u
duu

a
a 







1

1

, )1( a       10.   Ctgu
u

du
 2cos

                               

2.   Cudu                                11.   Cctgu
u

du
 2sin

 

3. Cu
u

du
 ln                            12.   C

u
tg

u

du


2
ln

sin
 

4. C
a

a
dua

u
u 

ln
                       13.   C

u
tg

u

du
 )

42
(ln

cos


 

5. Cedue uu                            14.   C
a

u

ua

du



 arcsin

22
 

6.   Cuudu cossin                 15.   C
a

u
arctg

aua

du





1
22

 

7.   Cuudu sincos                   16.   C
au

au

aau

du








 ln

2

1
22

 

8. Cutgudu  cosln              17.    Cuctgudu  sinln  

9. Cauu
au

du





22

22
ln        

 

Основные методы интегрирования 

 

1.  Метод непосредственного интегрирования 

 

Метод интегрирования, при котором данный интеграл путем то-

ждественных преобразований подынтегральной функции (или выра-

жения) и применения свойств неопределенного интеграла приводится 

к одному или нескольким табличным интегралам, называется непо-

средственным интегрированием. 
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2. Метод интегрирования подстановкой (заменой переменной) 

 

Метод интегрирования подстановкой заключается во введении 

новой переменной интегрирования (т.е. подстановки). При этом за-

данный интеграл приводится к новому интегралу, который является 

табличным или к нему сводящимся (в случае «удачной» подстанов-

ки). 

Пусть требуется вычислить интеграл  dxxf )( . Сделаем подста-

новку )(tx  , где )(t  – функция, имеющая непрерывную произ-

водную. 

Тогда dttdx )( , на основании свойства инвариантности форму-

лы интегрирования неопределенного интеграла, получаем формулу 

интегрирования подстановкой 

                                  .)())(()( dtttfdxxf                              (4.1) 

Формула (4.1) также называется формулой замены переменных в 

неопределенном интеграле. После нахождения интеграла правой час-

ти этого равенства следует перейти от новой переменной интегриро-

вания t  назад к переменной x. 

Иногда целесообразно подбирать подстановку в виде )(xt  , то-

гда  

                    dttfdxxxf )()())((  ,  где )(xt  . 

 

 

3. Метод интегрирования по частям 

 

Пусть )(xuu   и  )(xvv   – функции, имеющие непрерывные 

производные. 

                                         vduuvudv . 

Полученная формула называется формулой интегрирования по 

частям. Она дает возможность свести вычисление интеграла udv  к 

вычислению интеграла vdu , который может оказаться существенно 

более простым, чем исходный. 

Интегрирование по частям состоит в том, что подынтегральное 

выражение заданного интеграла представляется каким-либо образом 

в виде произведения двух сомножителей u и dv (это, как правило, 

можно осуществить несколькими способами); затем, после нахожде-
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ния v и du, используется формула интегрирования по частям. Иногда 

эту формулу приходится использовать несколько раз. 

    

 Укажем некоторые типы интегралов, которые удобно вычислять 

методом интегрирования по частям: 

1. Интегралы вида    kxdxxPkxdxxPdxexP kx cos)(,sin)(,)( , где 

P(x) – многочлен, k – число. Удобно положить u=P(x), а за dv обозна-

чить все остальные сомножители; 

2.  Интегралы вида  

,)(,ln)(,arccos)(,arcsin)( arctgxdxxPxdxxPxdxxPxdxxP   

 arcctgxdxxP )( . Удобно положить dvdxxP )( , а за u обозначить ос-

тальные сомножители. 

 

Интегрирование рациональных функций 

 

Дробно-рациональной функцией (или рациональной дробью) на-

зывается функция, равная отношению двух многочленов, т.е. 

)(

)(
)(

xQ

xP
xf

n

m , где )(xPm  – многочлен степени m, а )(xQn  – многочлен 

степени n. 

Рациональную дробь называют правильной, если степень числи-

теля меньше степени знаменателя, т.е. nm ; в противном случае (ес-

ли nm  ) рациональная дробь называется неправильной. 

Всякую неправильную рациональную дробь 
)(

)(

xQ

xP
 можно, путем 

деления числителя на знаменатель, представить в виде суммы много-

члена L(x) и правильной рациональной дроби 
)(

)(

xQ

xR
, т.е. 

                    .
)(

)(
)(

)(

)(

xQ

xR
xL

xQ

xP
  

Правильные рациональные дроби следующих видов: 

(I). 
ax

A


; 

(II). ),2(
)(

Nkk
ax

A
k




; 
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(III). 
qpxx

NMx




2

(корни знаменателя комплексные, т.е. 

042  qp ); 

(IV). 
kqpxx

NMx

)( 2 


( 2k , корни знаменателя комплексные), 

где A, a, M, N, p, q – действительные числа, называются простейшими 

рациональными дробями I, II, III и  IV типов. 

Теорема 9. Всякую правильную рациональную дробь 
)(

)(

xQ

xP
, зна-

менатель которой разложен на множители        
ms

mm
skk

qxpxqxpxxxxxxQ )...()...()()()( 2
11

2
21

121  , 

можно представить (и притом единственным образом) в виде сле-

дующей суммы простейших дробей:  
















 ...
)(

...
)()(

...
)()(

)(
2

2

1

1

22

1

1
2

1

2

1

1

k

k

k

k

xx

B

xx

B

xx

A

xx

A

xx

A

xQ

xP

,
)(

...
)(

...
)(

...
)(

222

22

2

11

1
11

2

11

2
11

2

22

11
2

11

Sm
mm

SmSm

mmmm

s

ss

qxpx

NxM

qxpx

NxM

qxpx

NxM

qxpx

DxC

qxpx

DxC

qxpx

DxC
































           (4.2) 

где ,...,,...,,,...,,,...,, 11112121 NMDCBBAA  – некоторые действитель-

ные коэффициенты. 

Поясним формулировку теоремы на некоторых примерах: 

1) 
323

2

)3()3(32)3()2(

4

















x

D

x

C

x

B

x

A

xx

x
; 

2)
1)1(

1
2222

3










x

DCx

x

B

x

A

xx

x
; 

3)
22222

2

)1(121)1)(2)(1(

987





















xx

NMx

xx

DCx

x

B

x

A

xxxx

xx
. 

Для нахождения неопределенных коэффициентов ,, 21 AA ..., 

,..., 21 BB  можно применить метод сравнивания коэффициентов. Суть 

метода такова: 
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1. Правую часть равенства (4.2) приведем к общему знаменателю 

)(xQ ; в результате получим тождество
)(

)(

)(

)(

xQ

xS

xQ

xP
 , где )(xS  – мно-

гочлен с неопределенными коэффициентами; 

2. Так как в полученном тождестве знаменатели равны, то тожде-

ственно равны и числители, т.е. )()( xSxP  ;                                    (4.3) 

3. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х (по 

теореме о тождестве многочленов) в обеих частях тождества (4.3), 

получим систему линейных уравнений, из которой и определим ис-

комые коэффициенты ,...,,...,, 2121 BBAA . 

 

Интегрирование простейших рациональных дробей 

 

Найдем интегралы от простейших рациональных дробей: 

1.   






CaxA

ax

axd
Adx

ax

A
ln

)(
; 

2.   








 C

k

ax
AaxdaxAdx

ax

A k
k

k 1

)(
)()(

)(

1

. 

3. Рассмотрим интеграл dx
qpxx

NMx
J 






2
, выделив в знаменате-

ле полный квадрат, получим 



 dx

p
q

p
x

NMx
J

4
)

2
(

2
2

, причем 

0
4

2


p

q . Сделаем подстановку t
p

x 
2

. Интеграл приводим к 

табличному интегралу вида 
 22 at

dt
. 

 

Интегрирование рациональных дробей 

 

Рассмотренный материал позволяет сформулировать общее пра-

вило интегрирования рациональных дробей. 

1. Если дробь неправильна, то представить ее в виде суммы мно-

гочлена и правильной дроби. 
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2. Разложив знаменатель правильной рациональной дроби на 

множители, представить ее в виде суммы простейших рациональных 

дробей. 

3. Проинтегрировать многочлен и полученную сумму простей-

ших дробей. 
         

 

Примеры решения задач 

 

Пример 4.1. Найти интегралы: 

1.     dxx
x

x )12
3

5( 3

4

4
;       2.    dx

x
x )

5

1
sin3( ;      3.  

 x

dx

32
; 

4.   
 dxe x232 ;          5.  

 21

5

x

xdx
;           6.   xdxx sin)52(  . 

 Решение. 

1. Предварительно преобразуется подынтегральная функция, а 

затем применяется таблица основных интегралов (1): 

.
2

31

3

4
2

3
3

5
5

1235)1235(

3

3

5
3

4

35

3

1

443

1

44

Cxxx
x

xCx
xxx

dxdxxdxxdxxdxxxx













 

2. Применяются табличные интегралы (3, 6): 

   Cxx
x

dx
xdxdx

x
x   ln

5

1
cos3

5

1
sin3)

5

1
sin3( . 

3. Следует воспользоваться подстановкой xt 32 , а затем 

табличным интегралом (3): 

 

.32ln
3

1

ln
3

1

3

1

3

3

1
3

)32(

32

32

Cx

Ct
t

dt

t

dt

dtdx

dxdt

dxxdt

xt

x

dx

















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4. Для приведения данного интеграла к табличному применяет-

ся подстановка xt 23 , а затем табличный интеграл (5): 

  

.
2

2

2

1
2

)23(

23

2 2323 CeCedte
dt

e

dtdx

dxdt

dxxdt

xt

dxe xtttx 

















 
  

5. Для приведения данного интеграла к табличному (3) приме-

няется подстановка 21 xt  : 

                

.1ln
2

5
ln

2

5

2

5

2

5

2

2

)1(

1

1

5 2

2

2

2
CxCt

t

dt

t

dt

dt
xdx

xdxdt

dxxdt

xt

x

xdx













  

6. Здесь используется формула интегрирования по частям 

(   vduuvudv )   и  учитывается то, что данный интеграл относится 

к интегралу первого типа: 

.sin2cos)52(cos2cos)52(2)cos(

cos)52(
cossin;sin

2;52
sin)52(

Cxxxxdxxxdxx

xx
xxdxvxdxdv

dxduxu
xdxx














        

Пример 4.2. Найти интеграл   xdxx ln13
  . 

Решение. Пусть xu ln ,  dxxdv 13  . Тогда 
x

dx
du   и 

    x
x

dxxdvv
4

1
4

3
. Применяя формулу интегрирования по 

частям, получаем 

   

























 dxdxxxx

x

x

dx
x

x
xx

x
xdxx 3

444
3

4

1
ln

44
ln

4
ln1

Cx
x

xx
x











16
ln

4

44

. 
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Пример 4.3. Найти интеграл dx
xx

x






84

13
2

. 

Решение. 

Преобразуем знаменатель дроби, стоящей под знаком интеграла, 

следующим образом: 

  2222 2244484  xxxxx . 

Тогда после подстановки 2 xt , dxdt   получаем 

 

 

 




















 dt
t

t
dt

t

t
dx

x

x
dx

xx

x
2222222 2

53

2

123

22

13

84

13
 

 

.
2

2

2

5
84ln

2

3

2

2

2

5

42ln
2

3

22

5
4ln

2

3

2

5

2

3

2

22

2222

C
x

arctgxxC
x

arctg

xC
t

arctgtdt
t

dt
t

t















 
 

При этом при вычислении интеграла dt
t

t


 4

3
2

 мы воспользова-

лись заменой переменной 42  tz . Тогда tdtdz 2 , откуда 

CtCz
z

dz

t

tdt
dt

t

t






 4ln

2

3
ln

2

3

2

3

4

2

2

3

4

3 2

22
. 

 

Пример 4.4. Найти интеграл .
32

42
2

23

dx
xx

xx





 

Решение. 

Подынтегральная функция является неправильной дробью, по-

этому выделим еѐ целую часть путем деления числителя на знамена-

тель «уголком».  

811

1284

434

4

32

32

402

2

2

2

23

23

















x

xx

xx

x

xx

xxx

xxx

 

Тогда  

          .
32

811
4

32

42
22

23










xx

x
x

xx

xx
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Интегрирование целой части не представляет труда, а правиль-

ную дробь разложим на сумму простейших дробей. Так как корнями 

квадратного трехчлена 322  xx  являются 11 x  и 32 x , то 

).3)(1(322  xxxx  

Если 
   3131

811

32

811
2 














x

B

x

A

xx

x

xx

x
, то         

                .
)3)(1(

)1()3(

32

811
2 








xx

xBxA

xx

x
 

Тогда,   ).3()(811 BABAxx   

Приравнивая коэффициенты обеих частей, получим систему 

уравнений: 

                    








.83

;11

BA

BA
 

Откуда  .
4

41
,

4

3
 BA  

Итак, ,
3

1

4

41

1

1

4

3

32

811
2 









xxxx

x
 

          ,
3

1

4

41

1

1

4

3
4

32

42
2

23











xx
x

xx

xx
 

  

.)3ln(
4

41
)1ln(

4

3
4

2

34

41

14

3
4

32

42

2

2

23

Cxxx
x

x

dx

x

dx
dxxdxdx

xx

xx













 

 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Что называется первообразной от данной функции?  

2. Что называется неопределенным интегралом от данной функ-

ции? 

3. Сформулируйте основные свойства неопределенного интегра-

ла. 

4. Каков геометрический смысл неопределенного интеграла? 

5. Напишите таблицу основных интегралов. 

6. В чем заключаются основные методы интегрирования? 

7. Как интегрируются рациональные функции? 
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Задачи для самостоятельного решения 

 

4.1. Используя метод разложения, найти интегралы: 

1.    dxxx 523 2 ;        2. dx
x

xx



3

2 12
;        3.    dxex 2

1 ; 

4. dx
x

x






5

32
2

;                   5. dx
x

x


12

2

;                6.   dxxx 
2

cossin . 

4.2. Используя метод замены переменной, найти интегралы: 

1. 
 3

2
4x

xdx
;                       2. 

 x

xdx

cos21

sin
;          3. 

 6

2

5 x

dxx
; 

4. 
 x

x

e

dxe

43
;                     5. 

 xx

xdx

ln1

ln
;             6. dxex x 122 3 

 . 

4.3. Используя метод интегрирования по частям, найти интегра-

лы: 

1.  xdxxcos ;                   2. dx
x

x
 3

ln
;                  3.  arctgxdxx ; 

4.  xdxarcsin ;                 5. dxex x


32
;                6.    dxxx 1ln . 

4.4. Найти интегралы от рациональных функций: 

1. 
 842 xx

dx
;               2. 

 22 xx

dx
;             3. dx

x

x


 2

3

; 

4. 
 






96

23
2 xx

dxx
;               5. 

 23 xx

dx
;                 6. dx

xx

xx






65

95
2

2

. 
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Тема 5 ОПРЕДЕЛЕННЫЙ  ИНТЕГРАЛ  

 
Литература 

[1], глава 13, § 13.3–13.7  

[2], глава 11, § 11.1–11.10 

  

Понятие определенного интеграла 

 

Если определенная на отрезке  ba;  функция )(xf  такова, что 

существует конечный предел последовательности интегральных сумм 

 



n

i
iin xfS

1

 , при  условии, что наибольшая из разностей 

iii xxx  1  стремится к нулю, причем этот предел не зависит ни от 

способа разбиения отрезка  ba;  на отрезки, ни от выбора точек i  на 

этих отрезках, то функция )(xf  называется интегрируемой на отрезке 

 ba; , а сам предел называется определенным интегралом от функ-

ции )(xf  в пределах от а до b . Обозначается  

    i

n

i
i

x

b

a

xfdxxf
i

 
 10max

lim  . 

Непрерывная на отрезке  ba;  функция интегрируема на этом от-

резке. 

 

Основные свойства определенного интеграла 

 

1.  abAAdx
b

a

 , где constA  . 

2.         dxxfdxxfdxxfxf
b

a

b

a

b

a

  2121 . 

3.      dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a

  , где bca  . 

4.    dxxfdxxf
a

b

b

a

  . 

5.   0 dxxf
a

a

. 
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6.    dxxfAdxxfA
b

a

b

a

  . 

7.    dxxgdxxf
b

a

b

a

  , если     0 xgxf  на  ba; . 

 

Методы вычисления определенного интеграла 

 

1. Формула Ньютона-Лейбница 

 

Простым и удобным методом вычисления определѐнного инте-

грала dxxf
b

a

)(  от непрерывной функции является формула Ньютона-

Лейбница:      

                               )()(|)()( aFbFxFdxxf b
a

b

a

 , 

т.е. определенный интеграл есть разность двух значений первообраз-

ной функции при частных значениях аргумента, равных верхнему и 

нижнему пределам.  

Применяется этот метод во всех случаях, когда может быть най-

дена первообразная функции )(xF  для подынтегральной функции 

)(xf . 

 

2. Интегрирование по частям 

 

Если функции )(xuu   и )(xvv   имеют непрерывные производ-

ные на отрезке  ba; , то имеет место формула 

                                          
b

a

b
a

b

a

vduuvudv | .                                 (5.1) 

Формула (5.1) называется формулой интегрирования по частям 

для определенного интеграла. 

 

3. Интегрирование подстановкой (заменой переменной) 

 

Теорема 10. Если: 

1) функция )(tx   и ее производная )(tx   непрерывны при 

 ,t ; 
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2) множеством значений функции )(tx  при  ,t  является 

отрезок  ba; ; 

3) a)(  и ,)( b  

то  

                       dtttfdxxf
b

a

)())(()( 




  .                                           (5.2) 

Формула  (5.2) называется формулой замены переменной в опре-

деленном интеграле. 

Отметим, что: 

1) при вычислении определенного интеграла методом подстанов-

ки возвращаться к старой переменной не требуется; 

2) часто вместо подстановки )(tx   применяют подстановку 

)(xgt  ; 

3) не следует забывать менять пределы интегрирования при заме-

не переменных! 

 

Приложения определенного интеграла 

 

1. Вычисление площадей плоских фигур 

 

Исходя из геометрического смысла определенного интеграла, 

площадь криволинейной трапеции, расположенной «выше» оси абс-

цисс )0)(( xf , равна соответствующему определѐнному интегралу: 

                           dxxfS
b

a

)(  или dxyS
b

a

 .                                 (5.3) 

               

 
 

 

            y 

 

                                                          y = f2(x) 

 

                                                          y = f1(x) 

 

            0        a                     b                  x 

Рисунок 4 – Фигура, ограниченная  

                 кривыми и прямыми 
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Площадь фигуры (рисунок 4), ограниченной кривыми )(1 xfy   и 

)(2 xfy  , прямыми ax   и bx   (при условии )()( 12 xfxf  ), можно 

найти по формуле 

             .))()(()()( 1212 dxxfxfdxxfdxxfS
b

a

b

a

b

a

                    (5.4) 

 

Если криволинейная трапеция ограничена прямыми cy   и 

dy  , осью Oy  и непрерывной кривой 0)(  yx  , то еѐ площадь 

находится по формуле  

                                               
d

c

xdyS . 

 

2. Объем тела вращения 

 

Пусть вокруг оси Ox  вращается криволинейная трапеция, ограни-

ченная непрерывной линией 0)(  xfy , отрезком bxa   и пря-

мыми ax   и bx  . Тогда объем тела, образованного вращением 

этой трапеции вокруг оси Ox , равен 

                                    dxyV
b

a
x  2 .                                               (5.5)     

Если криволинейная трапеция ограничена графиком непрерывной 

функции 0)(  yx   и прямыми )(,,0 dcdycyx  , то объем 

тела, образованного вращением этой трапеции вокруг оси Oy , по 

аналогии с формулой (5.5), равен 

                                     dyxV
d

c
y  2 .                                          (5.6) 

 

Несобственные интегралы 

  

1. Интеграл с бесконечным промежутком интегрирования 

(несобственный интеграл I рода) 

 

Пусть функция )(xf  непрерывна на промежутке  ;a . Если 

существует конечный предел 


b

a
b

dxxf )(lim , то его называют несобст-
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венным интегралом I рода и обозначают 


a

dxxf )( . Таким образом, по 

определению                





a

b

a
b

dxxfdxxf .)(lim)(  

В этом случае говорят, что несобственный интеграл 


a

dxxf )(  

сходится.  

Если же указанный предел не существует или он бесконечен, то 

говорят, что интеграл  dxxf
a

)(


  расходится. 

Аналогично определяется несобственный интеграл на промежут-

ке :;( b   

                              .)(lim)( dxxfdxxf
b

a
a

b






  

Несобственный интеграл с двумя бесконечными пределами опре-

деляется формулой  

     dxxfdxxfdxxf
c

c

)()()( 








 , где c– произвольное число. 

В этом случае интеграл слева сходится лишь тогда, когда сходят-

ся оба интеграла справа.  

 

2. Интеграл от разрывной функции 

(несобственный интеграл II рода) 

 

Пусть функция )(xf  непрерывна на промежутке  ba;  и имеет 

бесконечный разрыв при bx  . Если существует конечный предел 

dxxf
b

a

)(lim
0








, то его называют несобственным интегралом второго 

рода и обозначают dxxf
b

a

)( . 

Таким образом, по определению,  

                             dxxfdxxf
b

a

b

a

)(lim)(
0









. 
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Если предел в правой части существует, то несобственный инте-

грал dxxf
b

a

)(  сходится. Если же указанный предел не существует или 

бесконечен, то говорят, что интеграл dxxf
b

a

)(   расходится. 

Аналогично, если функция )(xf  терпит бесконечный разрыв в 

точке ax  , то полагают  

                             dxxfdxxf
b

a

b

a

)(lim)(
0









. 

Если функция )(xf  терпит разрыв во внутренней точке с отрезка 

 ba; , то несобственный интеграл второго рода определяется форму-

лой 

                            .)()()( dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

a

b

   

В этом случае интеграл слева называют сходящимся, если оба не-

собственных интеграла, стоящих справа, сходятся. 

 

Примеры решения задач 

 

Пример 5.1.  Вычислить интеграл: 


2

0
24 x

dx
. 

Решение.  

Для вычисления определенного интеграла применяется формула 

Ньютона-Лейбница и табличный интеграл (15): 

       
842

1
0

2

1

2

2

2

1

22

1

4

2

0

2

0
2





 arctgarctg

x
arctg

x

dx
. 

 

Пример 5.2.  Вычислить определенный интеграл: 


3

1 ln1

e

xx

dx
. 

Решение.  

Сделаем подстановку xt ln1 ;   xt ln12  ;  

                                     21ln tx  ;   tdt
x

dx
2 . 

Если 1x , то 1t ; если 3ex  , то 2t  ( 231ln1 3  et ). 
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Следовательно, 2242
2 2

1

2

1

 t
t

tdt
. 

 

Пример 5.3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабо-

лой 2)2(
4

1
 xy  и прямой 0142  yx .  

Решение. 

Определим а и b – точки пересечения данных линий, решив сис-

тему уравнений:  

                             











.0142

;)2(
4

1 2

yx

xy
 

   Подставив во второе уравнение вместо у его значение, получим: 

               014)2(
4

1
2 2  xx ,     01422

2

2

 x
x

x ,     

                                        ,02422  xx  

откуда   41 x  и  62 x . 

  

 
Тогда   9;4A ;   4;6B  – точки пересечения данных линий. 

Сделав чертеж (рисунок 5), видим, что искомая фигура ограниче-

на сверху прямой, а снизу параболой, следовательно, площадь этой 

фигуры можно найти по формуле            

                                .))()(( 12 dxxfxfS
b

a

      

Подставим данные выражения в формулу, получим: 

                               

                                 y  

 

                                           x+2y-14=0 

 

 

              2
2

4

1
 xy                       

               -4               0         2              6         x 

 

Рисунок 5 – Чертеж к задаче 5.3 
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..
3

2
41

3

1
2365

12

280
560)64216(

12

1
)1636(

4

1
)46(6

|)
124

6()
42

6()2(
4

1
)

2
7( 6

4

3226

4

6

4

2

едкв

xx
xdx

xx
dxx

x
S











 





         

Итак, 
3

2
41S кв. ед. 

 

Пример 5.4. Вычислить объем тела, полученного от вращения 

фигуры, ограниченной линиями xey  , 0y , 0x , 1x  вокруг оси 

Ox.  

Решение. 

По формуле (5.5) искомый объем  

   3

2

1

0

2
1

0

2
.36,1

1
1

22

1
ед

e
edxeV xx

x 
















 




 . 

 

Пример 5.5. Вычислить несобственные интегралы или                                           

установить их расходимость: 

   1) 


1
2x

dx
;      2) xdx



0

cos ;     3) dxex





;     4) 
1

0 x

dx
. 

Решение. 

1) 1)10(
1

limlim
11

2

1
2












b

b

b

b x
dxx

x

dx
, интеграл сходится; 

2) axxdxxdx
a

a
a

a
a

sinlim0sinlimcoslimcos 0
00




  , интеграл 

расходится, так как при a  предел a
a

sinlim


 не существует; 

3) 






 1limlimlimlim
0

0

0

0 bx

ba

x

a

b
x

b
a

x

a

x eedxedxedxe , 

интеграл расходится; 

4) при 0x  функция 
x

y
1

  терпит бесконечный разрыв, 
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2)0lim1(2lim2lim
0

1
0

0

1

0

2

1

0

1

0












 








xdxx

x

dx
, интеграл 

сходится. 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Как определяется площадь криволинейной трапеции? 

2. Что называется определенным интегралом для функции 

)(xfy   на отрезке  ba; ? 

3. Сформулировать и доказать простейшие свойства определен-

ного интеграла. 

4. Каков геометрический смысл определенного интеграла? 

5. Каковы методы интегрирования определенного интеграла? 

6. Напишите формулу Ньютона-Лейбница. 

7. Как вычисляется площадь плоской фигуры в системе декарто-

вых координат? 

8. Как вычисляется объем тела вращения вокруг оси Ox , оси Oy ? 

9. Что называется несобственным интегралом первого (второго) 

рода? 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

5.1. Вычислить интегралы: 

1.  














4

0

41 dxe

x

;                   2. 
 




1

0
3

12x

dx
;                3. dx

x

xe




1

4 ln1
; 

4.  
1

0

1ln dxx ;                    5. xdxx
2

0

2cossin



;         6. 


0

sin xdxx . 

5.2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1. 0,6 2  yxxy ;                  2. 0,,ln  yexxy ; 

3. 22 2, xyxy  ;                  4. 4,42  xyxxy ; 

5. xyxy 4,4 22  ;                   6. 1,22 22  xxyxxy .    

5.3. Найти объемы тел, образованных вращением вокруг осей Ox 

и Oy фигуры, ограниченной линиями: 

1. 
24 xy  , 0y , 0x , где 0x ; 
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2. 12  xy , 0y , 1x , 2x ; 

3. 3xy  , 1y , 0x . 

5.4. Вычислить несобственные интегралы (или установить их 

расходимость): 

1. 


1
3x

dx
,               2. 

2
1

0
2ln xx

dx
,           3. 




0

2 dxe x ,       

4. 
1

0
3 x

dx
,              5. 

 




3

0
2

1x

dx
,            6. 



 12x

dx
.        
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Тема 6 ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 
Литература 

[1], глава 12, § 12.1–12.5  

[2], глава 15, § 15.1–15.12 

 

Функции двух переменных. 

Частные производные и полный дифференциал 

 

Переменная величина z называется функцией двух переменных x и  

y, если каждой паре значений  yx,  из области их изменения соответ-

ствует определенное значение величины z. Переменные x и y в этом 

случае называются независимыми переменными или аргументами. 

Функциональную зависимость z от x и y обозначают так: 

),( yxfz     или   ).,( yxzz   

Областью существования (или областью определения) функции 

),( yxfz   называется совокупность  всех тех точек плоскости xOy , в 

которых z  принимает действительные значения. 

Частной производной по x от функции ),( yxfz   называется 

предел отношения частного приращения функции по x   zx   к при-

ращению аргумента x  при стремлении  x  к нулю. 

                                     ),(),( yxfyxxfzx  . 

Частная производная по x от функции ),( yxfz   обозначается 

одним из символов  
x

f
yxfz

x

z
xx









),,(,, . 

Таким образом, 
x

z

x

z x

x 








 0
lim . 

Так как zx  вычисляется при неизменном у, то частной произ-

водной по x от функции ),( yxfz   называется производная по x, вы-

численная в предположении, что у – постоянная величина. 

Частной производной по y от функции ),( yxfz   называется 

предел отношения частного приращения  zy   к приращению аргу-

мента y  при стремлении y  к нулю. Эта производная обозначается 

одним из символов 

                              
y

f
yxfz

y

z
yy









),,(,, . 
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Таким образом,  
y

z

y

z y

y 








 0
lim , где ).,(),( yxfyyxfzy   

Так как zy  вычисляется при неизменном x , то частной произ-

водной по y  от функции ),( yxfz   называется производная по y , 

вычисленная в предположении, что x  – постоянная величина. 

Для функции любого числа переменных частные производные 

находятся так же, как и для функции двух переменных. 

Например, если u  есть функция трех независимых переменных 

yx,  и z , то есть ),,( zyxfu  , то  

      
z

u

z

u

y

u

y

u

x

u

x

u z

z

y

y

x

x 


























 000
lim;lim;lim , 

где  uu yx  ,  и uz  – соответствующие частные приращения функ-

ции u . 

Полным приращением функции z  называется 
                                   ).,(),( yxfyyxxfz      

Полным дифференциалом функции ),( yxfz   называется глав-

ная часть полного приращения z , линейная относительно прираще-

ний аргументов x  и y . Полный дифференциал функции  

),( yxfz   обозначается через dz  и вычисляется по формуле 

                                 y
y

z
x

x

z
dz 









 .                         

Дифференциалы независимых переменных совпадают с их при-

ращениями, то есть xdx   и ydy  . Поэтому формулу полного 

дифференциала можно записать так: 

                                 dy
y

z
dx

x

z
dz









 .                                         (6.1)             

Аналогично определяется и вычисляется полный дифференциал 

функции любого числа переменных. Полный дифференциал функции 

трех независимых переменных ),,( zyxfu   вычисляется по формуле  

                            dz
z

u
dy

y

u
dx

x

u
du














 .         

Частными производными второго порядка функции ),( yxfz   

называются частные производные от еѐ частных производных перво-

го порядка. 
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  






















x

z

xx

z
yxfz xxxx 2

2

, ,          






















x

z

yyx

z
yxfz xyxy

2

, , 

  






















y

z

xxy

z
yxfz yxyx

2

, ,        






















y

z

yy

z
yxfz yyyy 2

2

, . 

Производные 
yx

z



2

 и 
xy

z



2

 называют смешанными.  

Теорема 11. Если функция ),( yxfz   и смешанные частные про-

изводные определены и непрерывны в некоторой точке ),( yxP  и еѐ 

окрестности, то в этой точке порядок вычисления смешанных произ-

водных не влияет на результат, то есть имеет место равенство  

xy

z

yx

z








 22

. 

Аналогично определяются и обозначаются частные производные 

третьего, четвертого и других высших порядков. Частные производ-

ные высших порядков находятся путем последовательного нахожде-

ния одной производной вслед за другой по правилам дифференциро-

вания функции одной переменной. 

 

Экстремум функции двух переменных 

 

Точка ),( 000 yxP  называется точкой максимума функции 

),( yxfz  , если существует такая окрестность этой точки, для каж-

дой точки которой, отличной от точки 0P , имеет место неравенство 

                         ),(),( 00 yxfyxf  .   

Точка ),( 000 yxP  называется точкой минимума функции 

),( yxfz  , если существует такая окрестность этой точки, для каж-

дой точки которой, отличной от точки 0P , имеет место неравенство        

                        ),(),( 00 yxfyxf  .            

Точки максимума и минимума называют также точками экстре-

мума, а значения функции в этих точках называют экстремальными.  

Сформулируем необходимые условия, при которых функция 

),( yxfz   достигает экстремума. Если дифференцируемая функция 

),( yxfz   имеет экстремум в точке ),( 000 yxP , то ее частные произ-

водные в этой точке равны нулю, то есть 
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0;0

00



























PP y

z

x

z
.             

Точки области определения функции, при которых 0




x

z
 и 

0




y

z
, называются стационарными точками функции ),( yxfz  . 

Для отыскания стационарных точек функции ),( yxfz   надо 

найти частные производные 
y

z
и

x

z








, приравнять каждую из них ну-

лю и решить систему 

                                              



















.0

;0

y

z
x

z

                                             (6.2)  

Для исследования функции ),( yxfz   на экстремум сформули-

руем достаточные условия. Пусть  ),( 000 yxP  является стационарной 

точкой функции ),( yxfz  , имеющей непрерывные частные произ-

водные первого и второго порядков в этой точке. Значения производ-

ных второго порядка в точке 0P  обозначим так: 

                 A
x

z

P














0

2

2

;    B
yx

z

P














0

2

;    C
y

z

P














0

2

2

. 

Составим определитель 2BAC
CB

BA
 .                           (6.3) 

Если 0 , то в стационарной точке 0P  нет экстремума. Если 

0 , то в точке 0P  есть экстремум, причем максимум, если 0A , и 

минимум, если 0A . Если 0 , то требуется  дополнительное ис-

следование (вопрос о наличии экстремума в точке 0P  остается откры-

тым). 

 

Метод наименьших квадратов 

 

                                       

Решая систему  
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







,

;2

ybxa

xyxbxa
                                                (6.4) 

где  
n

x

x

n

i
i

 1 ,     
n

y

y

n

i
i

 1 ,       
n

yx

xy

n

i
ii

 1 ,       
n

x

x

n

i
i

 1

2

2 , 

 

получим такие значения параметров a  и b , при которых уравнение 

baxy   наилучшим образом выражает зависимость между пере-

менными x  и y  по их значениям, данным в таблице. 

 

Примеры решения задач 

 

Пример 6.1. Найти частные производные и полный дифференци-

ал функции xtgyyxz  3 . 

Решение. Находим частные производные  

tgyyx
x

z




 23 ;       
y

x
x

y

z
2

3

cos





. 

Применяя формулу (6.1), получим полный дифференциал 

  dy
y

x
xdxtgyyxdz 










2

32

cos
3 . 

 

Пример 6.2. Найти частные производные второго порядка функ-

ции 223 32 yyxxz  . 

Решение. 

Сначала находим частные производные первого порядка 

  xyxyyxx
x

z
x 4332 2223 






; 

  yxyyxx
y

z
y 6232 2223 






. 

Находим частные производные второго порядка 

  yxxyx
x

z
x 4643 2

2

2








; 

  xxyx
yx

z
y 443 2

2








; 
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  xyx
xy

z
x 462 2

2








; 

  662 2

2

2








yyx

y

z
. 

 

Пример 6.3. Исследовать на экстремум функцию 
2263 yxyxyxz  . 

Решение. Находим частные производные 
x

z




 и 

y

z




, каждую из них 

приравниваем нулю и решаем систему (6.2). 

                               yx
x

z





23  ;   yx

y

z
26 




. 

Решая систему   








026

023

yx

yx
,        находим   х=0 и у=3. 

Следовательно, )3;0(0P  есть стационарная точка функции z .  

Находим частные производные второго порядка и их значения в 

найденной стационарной точке 0P . 

                      2
2

2






x

z
;   1

2






yx

z
;  2

2

2






y

z
. 

В данном случае производные второго порядка постоянны. Име-

ем:  

2;1;2  CBA .     Из формулы (6.3)  

0314)1()2)(2( 2  . 

Так как 0  и 0A , то в точке )3;0(0P  функция имеет макси-

мум. 

                                  9918)( 0max Pz . 

 

Пример 6.4. Значения переменных величин x  и y , полученные в 

результате опыта, представлены в виде таблицы 5. 

 

Таблица 5 – Значения переменных величин x и y для  примера 6.4 

x 2 4 6 8 10 

y 5,5 8,5 13,6 17,3 20,1 
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Предполагая, что переменные x   и  y  связаны линейной зависи-

мостью baxy  , найти способом наименьших квадратов параметры 

a  и b . 

Решение. 

 Для вычисления величин 
2,, xyx  и xy , входящих в систему 

(6.4), удобно составить следующую таблицу 6: 

Таблица 6 – Вспомогательная расчетная таблица примера 6.4 

x  y  2x  yx   

2 

4 

6 

8 

10 

5,5 

8,5 

13,6 

17,3 

20,1 

4 

16 

36 

64 

100 

11 

34 

81,6 

138,4 

201 

        30 65 220 466 

 

Так как 5n , то 6
5

30
x ,  13

5

65
y ,  44

5

2202 x ,  

2,93
5

466
xy .  

Подставив эти значения в (6.4), получим: 

      








.136

;2,93644

ba

ba
                   









.78636

;2,93644

ba

ba
 

                                                   .6,1;9,1;2,158  baa  

 

Таким образом, зависимость между переменными x  и y  выража-

ется формулой  6,19,1  xy . 

 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Как определяется функция нескольких переменных? 

2. Каков геометрический смысл функции двух независимых пе-

ременных? 

3. Дайте определение непрерывности функции нескольких пере-

менных. 
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4. Что называется частной производной функции нескольких пе-

ременных? 

5. Что называется полным дифференциалом функции двух аргу-

ментов? 

6. Как найти частные производные высших порядков для функ-

ции двух переменных?  

7. Какая точка называется точкой экстремума функции двух пе-

ременных? 

8. Сформулируйте правило исследования функции двух перемен-

ных на экстремум. 

9. В чем состоит метод наименьших квадратов? 

 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

6.1. Найти частные производные функций: 

1. 32 yxz  ;                   2. xyez  ;                    3. 
22 yxz  ; 

4. 
22 yx

xy
z


 ;              5.  323 15  yxz ;       6.  22ln yxxz  ; 

7. yxz  ;                      8. 
y

x
z

sin
  в точке 









2
;0


.       

       6.2. Найти частные производные второго порядка: 

1. yyxz cos3  ;                 2.  yxz  2ln . 

6.3. Найти экстремумы функций двух переменных: 

1. yxyxyxz 9622  ;                2. yxxyz 422  ; 

3. 568 33  xyyxz ;                       4. 362  xyxyxz . 
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Тема 7 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

 
Литература 

[1], глава 15, § 15.1–15.6  

[2], глава 12, § 12.1–12.9 

 

Основные понятия 

 

Уравнения, связывающие независимую переменную, искомую 

функцию и ее производные, называются дифференциальными. Реше-

нием дифференциального уравнения называется функция, которая 

при подстановке в уравнение обращает его в тождество. 

Наивысший порядок производной, входящей в дифференциаль-

ное уравнение, называется порядком этого уравнения. 

Процесс отыскания решения дифференциального уравнения на-

зывается его интегрированием, а график решения дифференциально-

го уравнения – интегральной кривой. 

Дифференциальное уравнение первого порядка в общем случае 

можно записать в виде                

                                      0);;( yyxF .                                        (7.1)       

Уравнение (7.1) связывает независимую переменную x , искомую 

функцию y  и ее производную y. Если уравнение (7.1) можно разре-

шить относительно y, то его записывают в виде       

                                         );( yxfy                                           (7.2) 

и называют дифференциальным уравнением первого порядка, разре-

шенным относительно производной. 

Дифференциальное уравнение первого порядка, разрешенное от-

носительно производной, можно записать в дифференциальной фор-

ме: 

                           0);();(  dyyxQdxyxP ,                                 (7.3) 

где );( yxP  и );( yxQ  – известные функции. Уравнение (7.3) удобно 

тем, что переменные х и у в нем равноправны, т.е. любую из них 

можно рассматривать как функцию другой. 

Чтобы решение дифференциального уравнения приобрело кон-

кретный смысл, его надо подчинить некоторым дополнительным ус-

ловиям. 
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Условие, что при 0xx   функция y  должна быть равна заданному 

числу 0y , т.е. 0yy   называется начальным условием. Начальное ус-

ловие записывается в виде  

                     00 )( yxy    или  00
| yy xx  .                                   (7.4) 

Общим решением дифференциального уравнения первого поряд-

ка называется функция );( Cxy  , содержащая одну произвольную 

постоянную и удовлетворяющая условиям: 

1) функция  );( Cx   является решением дифференциального 

уравнения при каждом фиксированном значении C ; 

2) каково бы ни было начальное условие (7.4), можно найти такое 

значение постоянной 0CC  , что функция );( 0Cxy   удовлетворяет 

данному начальному условию. 

Частным решением дифференциального уравнения первого по-

рядка называется любая функция );( 0Cxy  , полученная из общего 

решения );( Cxy   при конкретном значении постоянной 0CC  . 

Если общее решение дифференциального уравнения найдено в 

неявном виде, т.е. в виде уравнения 0);;( CyxФ , то такое решение 

называется общим интегралом дифференциального уравнения. Урав-

нение 0);;( 0 CyxФ  в этом случае называется частным интегралом 

уравнения. 

 

Дифференциальные уравнения первого порядка 

(с разделенными переменными, линейные, однородные) 

 

Наиболее простым дифференциальным уравнением первого по-

рядка является, уравнение вида 

                                 0)()(  dyyQdxxP ,                                    (7.5) 

где одно слагаемое зависит только от х, а другое – от у. Дифференци-

альное уравнение (7.5) называется уравнением с разделенными пере-

менными. Проинтегрировав почленно это уравнение, получаем: 

                CdyxQdxxP )()( – его общий интеграл. 

Более общий случай описывают уравнения с разделяющимися пе-

ременными, которые имеют вид 

               0)()()()( 2211  dyyQxPdxyQxP .                           (7.6) 
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Особенность уравнения (7.6) в том, что коэффициенты при dx  и 

dy  представляют собой произведения двух функций (чисел), одна из 

которых зависит только от x , а другая – только от y . 

Уравнение (7.6) легко сводится к уравнению (7.5) путем почлен-

ного деления его на 0)()( 21  xPyQ . 

Уравнение )()( 21 yfxfy   сводится к уравнению с разделенны-

ми переменными. Для этого достаточно положить 
dx

dy
y   и разде-

лить переменные. 

Дифференциальное уравнение первого порядка называется ли-

нейным, если его можно записать в виде  

                    )()( xgyxpy  ,                                                    (7.7) 

где )(xp  и )(xg  – заданные функции, а частности – постоянные. 

Особенность дифференциального уравнения (7.7): искомая функ-

ция y  и ее производная y входят в уравнение в первой степени, не 

перемножаясь между собой. 

Для решения (7.7) заменим искомую функцию y  произведением 

двух других функций, то есть введем подстановку 

)()( xvxuy  . 

Дифференцируя, получим:    vuvuy  . 

Подставляем в уравнение (7.7) y  и y, приравниваем коэффици-

ент при одной из функций нулю и определяем соответствующую 

функцию, после чего определяем другую функцию. 

Дифференциальное уравнение ),( yxfy   называется однород-

ным, если функция ),( yxf  является однородной функцией нулевого 

измерения. 

Функция ),( yxf  называется однородной функцией нулевого из-

мерения, если при умножении переменных x  и y  на произвольный 

параметр   значение функции не изменяется, т.е. 

   yxfyxf ,,  . 

Однородное дифференциальное уравнение можно представить в 

виде               









x

y
y   .                                                                      (7.8)     
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Уравнение (7.8) можно привести к уравнению с разделяющимися 

переменными подстановкой uxy  , где u  – новая функция. Тогда 

uxuy  .                 

 

Дифференциальные уравнения второго порядка 

 

Дифференциальное уравнение второго порядка имеет вид 

                                      0),,,(  yyyxF .                                    (7.9) 

Если (7.9) разрешено относительно второй производной, то полу-

чаем уравнение                    

                                         ),,( yyxfy  .                                     (7.10) 

Общим решением дифференциального уравнения второго поряд-

ка (7.9) и (7.10) называется функция ),,( 21 CCxyy  , которая при лю-

бых значениях произвольных постоянных 1C  и 2C  обращает данное 

уравнение в тождество. 

Частным решением дифференциального уравнения второго по-

рядка называется такое решение, которое получается из общего ре-

шения  ),,( 21 CCxyy   при конкретных значениях произвольных по-

стоянных 1C  и 2C . 

Частное решение уравнения второго порядка находится из обще-

го решения при помощи задания начальных условий: 

                              )( 00 xyy   ;  00 )( yxy  .                                (7.11) 

Начальные условия (7.11) позволяют найти значения произволь-

ных постоянных 1C  и 2C . Задача отыскания частного решения (7.10), 

удовлетворяющего заданным начальным условиям (7.11), называется 

задачей Коши для дифференциального уравнения второго порядка. 

 

Линейные дифференциальные уравнения 

с постоянными коэффициентами 
 

Дифференциальное уравнение вида 

                                 0 qyypy  ,                                        (7.12) 

где  p  и q  постоянные числа, называется однородным линейным 

уравнением с постоянными коэффициентами. Такое уравнение явля-

ется частным случаем уравнения 0)()(  yxqyxpy . Общим ре-

шением уравнения (7.12) будет функция             
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                                 2211 yCyCy  ,                                            (7.13) 

где 1y  и 2y  – два линейно независимых частных решения этого урав-

нения. 

Для нахождения частных решений 1y  и 2y , составляем характе-

ристическое уравнение 02  qpkk , и находим его корни. 

Чтобы получить характеристическое уравнение, достаточно заме-

нить в данном уравнении (7.12) производные соответствующими сте-

пенями неизвестной k . 

При решении характеристического уравнения могут встретиться  

три случая: корни уравнения действительные и различные, корни 

равные, корни комплексные сопряженные. 

Представим решения в виде таблицы 7. 

 

Таблица 7 – Решения однородных линейных уравнений 

                     с постоянными коэффициентами 
Корни ха-

рактери-

стического 

уравнения 

            Действительные Комплексные 

 

21 kk   21 kk   ik  2,1  

Част-

ные 

реше-

ния 

1y  xk
e 1  xk

e 1  xe x  cos  

2y  xk
e 2  xk

xe 1  xe x  sin  

Вид 

 общего 

решения 

xkxk
eCeCy 21

21   )( 21
1 xCCey
xk

  

)sin

cos(

2

1

xC

xCey x








 

 

Пусть требуется найти общее решение линейного неоднородного 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами 

                           )(xfqyypy  .                                         (7.14) 

Общее решение неоднородного уравнения (7.14) равно сумме 

общего решения соответствующего однородного уравнения 

0 qyypy  и какого-нибудь частного решения данного уравне-

ния. 

Пусть однy  есть общее решение уравнения (7.12), а y  есть какое-

нибудь частное решение уравнения (7.14), то общее решение (7.14) 

выразится формулой 

yyy одн  . 
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однy  для уравнения (7.12) находится с помощью формул таблицы 

7 в зависимости от корней характеристического уравнения. Что же 

касается y , то оно может быть найдено методом неопределенных ко-

эффициентов в тех случаях, когда правая часть (7.14), т.е. функция 

)(xf , есть многочлен, показательная функция или тригонометриче-

ская функция. В зависимости от структуры функции  )(xf  и корней 

характеристического уравнения будет меняться и структура частного 

решения  y . Рассмотрим те случаи, когда метод неопределенных ко-

эффициентов может быть успешно использован для определения ча-

стных решений неоднородного уравнения (7.14). 

 

Теорема 12. Если  правая часть уравнения (7.14) есть многочлен 

степени n и число 0 не является корнем характеристического уравне-

ния, то частное решение y  следует искать в виде многочлена той же 

степени. Если же один из корней характеристического уравнения ра-

вен нулю, то частное решение y  следует искать в виде произведения 

многочлена той же степени на x . 

 

Теорема 13. Если правая часть уравнения (7.14) есть показатель-

ная функция, то есть mxaexf )( , и число m не является корнем ха-

рактеристического уравнения, то существует частное решение вида 
mxAey  , где A– подлежащий определению коэффициент. Если чис-

ло m совпадает с одним из корней характеристического уравнения, то 

существует частное решение вида mxAxey  . Если число m совпадает 

с каждым из двух равных корней характеристического уравнения, то 

существует частное решение вида mxeAxy 2 . 

 

Теорема 14. Если правая часть уравнения (7.14) функция 

)sincos()( nxbnxaexf mx   и числа nim   не являются корнями ха-

рактеристического уравнения, то существует частное  решение 

)sincos( nxBnxAey mx  . Если же числа nim   являются корнями 

характеристического уравнения, то существует частное решение вида 

                         )sincos( nxBnxAxey mx  . 

Замечание. Теорема 2 вытекает из теоремы 3 при 0n . 

 

 



 71 

Примеры решения задач 

 

Пример 7.1. Решить уравнение 
x

y
y  . 

Решение.  

Дано уравнение с разделяющимися переменными. 

Имеем: 
x

y

dx

dy
    или   

x

dx

y

dy
 . Проинтегрировав, получим:  

 
x

dx

y

dy
, 

xcy lnlnln  , 

т.е. 
x

c
y   – общее решение ДУ. 

Пример 7.2. Решить уравнение   022  xydydxyx . 

Решение. 

Запишем уравнение в виде 
 

xy

yx
y

22 
 , где  yxf

dx

dy
y , . 

Легко установить, что правая часть заданного уравнения является 

однородной функцией нулевого измерения: 

 
       

 yxf
xy

yx

xy

yx

yx

yx
yxf ,,

22

2

22222


















 . 

Следовательно, уравнение является однородным. Введем подста-

новку uxy  , где u  – некоторая функция переменной x . Тогда 

uxuy  . Получаем: 

 
uxx

uxx
uxu






22

  или  
 

ux

ux
uxu






2

22 1
; 

 
u

u

u
xu 




21
;    

u
xu

1
  – уравнение с разделяющимися пе-

ременными; 

u
x

dx

du 1
   или  

x

dx
udu  . 

Интегрируя полученное уравнение, будем иметь: 

 
x

dx
udu ;     Cx

u
lnln

2

2

 ;   
2

2
2 ln

x

C
u  . 
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Так как 
x

y
u  , то получаем 

2

2

2

ln 









x

C

x

y
– общий интеграл задан-

ного однородного уравнения.  

 

Пример 7.3. Решить уравнение  xxyy 22  , если   10 y . 

Решение. 

Имеем линейное дифференциальное уравнение первого порядка. 

Полагаем vuy  , vuvuy  . Тогда  xuvxvuvu 22  , 

т.е.  xxvvuvu 2)2(  .  

Сначала решаем уравнение 02  xvv : 

                       xdx
v

dv
2 ,     2ln xv  ,      

2xev  . 

Теперь решаем уравнение xueu x 20
2

  , т.е.  

                
2

2 xex
dx

du
 ,      dxexdu x  

2

2 ,      ceu x 
2

. 

Итак, общее решение данного уравнения есть 
22

)( xx ecevuy  , т.е. 
2

1 xecy  . 

Для получения частного решения используем начальное условие, 

подставляя его в общее решение. При 0x , 1y , т.е. 011 ec  , 

2C , тогда  
2

21 xey  – частное решение данного уравнения. 

 

Пример 7.4. Найти решение уравнений: 

а) 0152  yyy ; 

б) 0134  yyy ; 

в) 044  yyy , если   40 y ,   00 y . 

Решение. 

а) Составляем характеристическое уравнение 01522  kk . 

Корнями этого уравнения будут 51 k  и 32 k . Тогда, опираясь на 

таблицу 7, получаем общее решение: xx eCeCy 3
2

5
1   . 

б) Характеристическое уравнение 01342  kk  имеет ком-

плексные корни: ik 322,1  . Тогда общее решение при 2  и 3  

будет иметь вид  xCxCey x 3sin3cos 21
2  . 
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в) Составляем характеристическое уравнение 0442  kk . 

Корнями этого уравнения будут 221  kk . Так как корни равные и 

действительные, то общее решение будет xx xeCeCy 2
2

2
1

  . 

Теперь воспользуемся начальными условиями для определения 

произвольных постоянных 1С  и 2С . Находим производную y  общего 

решения: 
xxx xeCeCeCy 2

2
2

2
2

12   . 

Подставив в общее решение 0x  и 4y , получим 41 С . Под-

ставив в производную общего решения 0x  и 0y , получим 

2120 СС  , откуда 82 С .  

Следовательно, xx xeey 22 84    есть искомое частное решение, 

удовлетворяющее заданным начальным условиям. 

 

Пример 7.5. Найти частное решение уравнения xeyyy 292  , 

удовлетворяющее начальным условиям 2)0( y , 13)0( y . 

Решение.  

Находим общее решение однородного уравнения  02  yyy . 

Характеристическое уравнение 022 kk  имеет два корня: 11 k  

и 22 k ;    
xx

одн eCeCy 2
21  

. 

В правой части заданного уравнения имеется показательная 

функция. Так как в данном случае 2m  совпадает с одним из корней 

характеристического уравнения, то частное решение следует искать в 

виде xAxey 2 . Дифференцируя дважды это равенство, получим: 

 xx AxeAey 22 2 ,  xxx AxeAeAey 222 422  . Подставим y , y  и 

y   в левую часть заданного уравнения и определим коэффициент A: 

                       xxxxxx eAxeAxeAeAxeAe 222222 92244  ; 

                                            93 A ; 3A . 

Следовательно, частное решение xxey 23 , общее решение 

                            
xxx

одн xeeCeCyyy 22
21 3 

.                     (*) 

Используя начальные условия, определим значения произволь-

ных постоянных 1C  и 2C . Дифференцируя общее решение (*), полу-

чим: 

                           
xxxx xeeeCeCy 222

21 632  
.                     (**) 
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Подставив в общее решение (*) 0x  и 2y , будем иметь 

212 CC  . 

Подставив в (**) 0x  и 13y , будем иметь: 

                 3213 21  CC ;     2110 CC  . 

Решая совместно систему   








,102

;2

21

21

CC

CC
 

находим: 21 C  и 42 C . 

Таким образом, xxx xeeey 22 342    есть то частное решение, 

которое удовлетворяет заданным начальным условиям. 

 

Пример 7.6. Решить уравнение xxyyy sin38cos856  . 

Решение.  

Находим общее решение однородного уравнения  

056  yyy . Характеристическое уравнение 0562  kk  имеет 

два корня: 51 k  и 12 k ;    
xx

одн eCeCy 2
5

1  . 

Применяя теорему 3 при 0m  и 1n , определяем структуру ча-

стного решения y : 

xBxAy sincos  . 

Дважды дифференцируя последнее равенство, получим y  и y  : 

xBxAy cossin  ,  xBxAy sincos  . 

Подставим y , y  и y   в левую часть уравнения и определим ко-

эффициенты  А и В: 
xxxBxAxBxAxBxA sin38cos8sin5cos5cos6sin6sincos 

или  

    xxxBAxBA sin38cos8sin46cos64  . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых функциях, получа-

ем систему уравнений  








.3846

;864

BA

BA
 

      Решение этой системы дает 5A , 2B . Следовательно, частное 

решение xxy sin2cos5  , а искомое общее решение: 

xxeCeCy xx sin2cos52
5

1  . 
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Контрольные вопросы 

 

1. Какое уравнение называется дифференциальным? 

2. Что называется порядком дифференциального уравнения? 

3. Что называется решением дифференциального уравнения? 

4. Что называется общим решением дифференциального уравне-

ния первого порядка, частным решением? 

5. Сформулируйте теорему существования и единственности ре-

шения дифференциального уравнения. 

6. Дайте определение дифференциального уравнения  с разде-

ляющимися переменными и укажите метод его решения. 

7. Какое уравнение 1-го порядка называется однородным? Как 

оно решается? 

8. Какое уравнение 1-го порядка называется линейным? Как оно 

решается? 

9. Опишите способ решения линейного однородного уравнения 

второго порядка с постоянными коэффициентами. Какое уравнение 

называется характеристическим? Как оно составляется? 

10. Какой вид имеет общее решение  линейного однородного 

уравнения с постоянными коэффициентами при действительных и 

различных корнях характеристического уравнения? При  равных кор-

нях? 

11. Разъясните правило отыскания частного решения уравнения с 

правой частью вида  nxxPnxxPexf mx sin)(cos)()( 21  , где )(1 xP  и 

)(2 xP  – многочлены. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

7.1. Показать, что указанные функции являются решениями соот-

ветствующих дифференциальных уравнений: 

1. 25xy  ,                                    02  yyx ; 

2. xxy cos2sin3  ,                  0 yy ; 

3. xxey  ,                                    02  yyy ; 

4.  xx ee
x

y  2
1

,                      02  xyyyx . 

7.2. Решить дифференциальные уравнения с разделяющимися пе-

ременными: 
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1. 1 xyy ;                           2.     011  dyxdxy ; 

3.   01 2  dyxdxy ;         4. yxey  ; 

5. 21 xyxy  ;                        6.   0sin1cos  xyxy ; 

7.   012  ctgxyy , если  
2

1

4









y ; 

8.  22 11 yyx  , если    10 y . 

7.3.  Решить однородные дифференциальные уравнения: 

1. yyxyxy  ;                 2.   02  dxyxydy ; 

3. 
y

x
yyxy ln ;                   4. ydyydxxdy  , если   11 y . 

7.4. Решить линейные дифференциальные уравнения первого по-

рядка: 

1. xyy cos ;                      2. 2

2
1

1

2
x

x

xy
y 


 ; 

3. xeyy  ;                           4. xex
x

y
y 22

 , если   01 y . 

7.5. Решить линейные однородные дифференциальные уравне-

ния: 

1. 023  yyy ;           2. 04  yy ; 

3. 03  yy ;                   4. 022  yyy ; 

5. 04  yy ;                    6. 0168  yyy , если   30 y ,   20 y . 

7.6. Решить линейные неоднородные дифференциальные уравне-

ния: 

1. xyy 623  ;            2. 61810102 2  xxyyy ,  

                                                  10 y ,   2,30 y ; 

3. xeyyy 244  ;        4. xeyy 55  ; 

5. xyy 2cos59  ;         6. xyy sin4  ,    10 y ,   10 y . 
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Тема 8 ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

 
Литература 

[1], глава 14, § 14.1–14.5  

[2], глава 13, § 13.1–13.5, глава 14, § 14.1–14.4 

  

Основные понятия 

 

Числовым рядом (или просто рядом) называется выражение вида 

                                 





1

21 ...,...
n

nn uuuu                            (8.1) 

где ,...,...,, 21 nuuu  – действительные или комплексные числа, называе-

мые членами ряда, nu  – общим членом ряда. 

Сумма первых n  членов ряда (8.1) называется  n -ой частичной 

суммой ряда и обозначается через ,nS  т.е. 
n

S ....21 nuuu   

Рассмотрим частичные суммы: 

 11 uS  ,   212 uuS  ,  3213 uuuS  , … 

Если существует конечный предел n
n

SS


 lim  последовательности 

частичных сумм ряда (8.1), то этот предел называют суммой ряда 

(8.1) и говорят, что ряд сходится. Записывают: 





1n

nuS . 

Если 
n

lim nS  не существует или ,lim 


n
n

S  то ряд называют рас-

ходящимся. Такой ряд суммы не имеет. 

Для выяснения сходимости ряда устанавливают специальные 

признаки сходимости. Первым из них, как правило, является необхо-

димый признак сходимости. 

Теорема 15. Если ряд (8.1) сходится, то его общий член nu  стре-

мится к нулю, т.е. 0lim 


n
n

u . 

Следствие (достаточное условие расходимости ряда). Если 

0lim 


n
n

u  или этот предел не существует, то ряд расходится. 

 

Знакоположительные числовые ряды 

 

Сходимость и расходимость ряда во многих случаях можно уста-

новить с помощью, так называемых, достаточных признаков. 
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Рассмотрим некоторые из них для знакоположительных рядов, 

т.е. рядов с неотрицательными членами. 

Сходимость или расходимость знакоположительного ряда часто 

устанавливается путем сравнения его с другим («эталонным») рядом, 

о котором известно, сходится он или нет. В основе такого сравнения 

лежат нижеследующие теоремы. 

 

Теорема 16. Пусть даны два знакоположительных ряда  

          


1n
nu        (8.1)       и         



1n
nv .         (8.2) 

Если для  всех n  выполняется неравенство  nn vu  ,                 (8.3) 

то из сходимости ряда (8.2) следует сходимость ряда (8.1), из расхо-

димости ряда (8.1) следует расходимость ряда (8.2). 

Замечание. Теорема 16 справедлива и в том случае, когда нера-

венство (8.3) выполняется не для всех членов рядов (8.1) и (8.2), а на-

чиная с некоторого номера N . 

 

Теорема 17 (предельный признак сравнения). Пусть даны два зна-

коположительных ряда (8.1) и (8.2). Если существует конечный, от-

личный от 0, предел )0;(lim 


АAA
v

u

n

n

n
, то ряды (8.1) и (8.2) 

сходятся или расходятся одновременно. 

Отметим «эталонные» ряды, часто используемые для сравнения: 

1) геометрический ряд 






1

1

n

naq – сходится при 1q , расходится 

при 1q ; 

2) гармонический ряд 


1

1

n n
 – расходится; 

3) обобщенный гармонический ряд 


1

1

n n
 – сходится при 1 , 

расходится при 1 . 

 

Теорема 18 (Признак Даламбера). Пусть дан ряд (8.1) с положи-

тельными членами и существует конечный или бесконечный предел 

l
u

u

n

n

n




1lim . Тогда ряд сходится при 1l  и расходится при 1l . 
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Замечания. 

1. Если 1l , то ряд (8.1) может быть как сходящимся, так и рас-

ходящимся. 

2. Признак Даламбера целесообразно применять, когда общий 

член ряда содержит выражение вида !n  или na . 

 

Теорема 19 (радикальный признак  Коши). Пусть дан ряд (8.1) с 

положительными членами и существует конечный или бесконечный 

предел lun
n

n



lim . 

Тогда ряд сходится при 1l  и расходится при 1l . 

Как и для признака Даламбера, в случае, когда 1l , вопрос о 

сходимости ряда остается открытым. 

 

Теорема 20 (Интегральный признак Коши). Если члены знакопо-

ложительного ряда 


1n
nu  могут быть представлены как числовые зна-

чения некоторой непрерывной монотонно убывающей на промежутке 

 ;1  функции )(xf  так, что ...),(..,),2(),1( 21 nfufufu n  , то: 

1) если 


1

)( dxxf  сходится, то и сходится ряд (8.1); 

2) если 


1

)( dxxf  расходится, то расходится также и ряд (8.1). 

Замечание. Вместо интеграла 


1

)( dxxf  можно брать интеграл 




k

dxxf )( , где kNk , .1  Отбрасывание k первых членов ряда в ряде 

(8.1), как известно, не влияет на сходимость (расходимость) ряда. 

 

Знакочередующиеся и знакопеременные ряды 

 

Знакочередующимся рядом называется ряд вида  

      




 
1

11
4321 )1(...)1(...

n
n

n
n

n uuuuuu ,                  (8.4) 

где 0nu  для всех Nn  (т.е.  ряд, положительные и отрицательные 

члены которого следуют друг за другом поочередно). 
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Для знакочередующихся рядов имеет место достаточный при-

знак сходимости. 

Теорема 21 (признак Лейбница). Знакочередующийся ряд (8.4) 

сходится, если: 

1. Последовательность абсолютных величин членов ряда моно-

тонно убывает, т.е. ......321  nuuuu ; 

2. Общий член ряда стремится к нулю:  0lim 


n
n

u . 

При этом сумма S  ряда (8.4) удовлетворяет неравенствам 

                                  10 uS  .                                         

Следствие. Погрешность, получаемая при замене суммы ряда S  

суммой первых n  членов nS , не превосходит по абсолютной величи-

не первого из отбрасываемых членов. 

Знакочередующийся ряд является частным случаем знакопере-

менного ряда. Числовой ряд 


1n
nu , содержащий бесконечное множе-

ство положительных  и бесконечное множество отрицательных чле-

нов, называется знакопеременным. 

 

Для знакопеременных рядов имеет место нижеследующий общий 

достаточный признак сходимости. 

Теорема 22. Пусть  дан знакопеременный ряд 

                             ......321  nuuuu   .                                   (8.5) 

Если сходится ряд  

                             ......321  nuuuu ,                               (8.6) 

составленный из модулей членов данного ряда, то сходится и сам 

знакопеременный ряд (8.5). 

Отметим, что обратное утверждение несправедливо: если сходит-

ся ряд (8.5), то это не означает, что будет сходиться ряд (8.6). 

 

Знакопеременный ряд называется абсолютно сходящимся, если 

ряд, составленный из модулей его членов, сходится. 

Знакопеременный ряд называется условно  сходящимся, если сам 

он сходится, а ряд, составленный из модулей его членов, расходится. 
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Степенные ряды 

 

 Ряд, членами которого являются функции от x , называется 

функциональным:     

         ...)(...)()()( 211
1






xuxuxuxu n
n

n                                  (8.7) 

Придавая x  определенное значение 0x , мы получим числовой ряд 

                        ...)(...)()( 00201  xuxuxu n ,  

который может быть как сходящимся, так и расходящимся. 

Если полученный числовой ряд сходится, то точка 0x  называется 

точкой сходимости  ряда (8.7); если же ряд расходится – точкой рас-

ходимости функционального ряда. 

Совокупность числовых значений аргумента x , при которых 

функциональный ряд сходится, называется его областью сходимо-

сти. 

Среди функциональных рядов в математике и еѐ приложениях 

особую роль играет ряд, членами которого являются степенные 

функции аргумента x , т.е. так называемый степенной ряд: 

                         ......2
210

0






n
n

n

n
n xaxaxaaxa                 (8.8) 

Действительные (или комплексные) числа ,...,...,,, 210 naaaa  назы-

ваются коэффициентами ряда (8.8), Rx  – действительная пере-

менная. 

Об области сходимости степенного ряда можно судить, исходя из 

нижеследующей теоремы. 

Теорема Н. Абеля. Если степенной ряд (8.8) сходится при 

00  xx , то он абсолютно сходится при всех значениях x , удовле-

творяющих неравенству 0xx  . 

Следствие. Если ряд (8.8) расходится при 1xx  , то он расходится 

и при всех x , удовлетворяющих неравенству 1xx  . 

 

Из теоремы Абеля следует, что если 00 x  есть точка сходимости 

степенного ряда, то интервал ( 00 ; xx ) весь состоит из точек сходи-

мости данного ряда; при всех значениях x  вне этого интервала ряд 

(8.8) расходится. 
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Интервал ( 00 ; xx ) называют интервалом сходимости степен-

ного ряда. Положив Rx 0 , интервал сходимости можно записать в 

виде ( RR; ). Число R  называют радиусом сходимости степенного 

ряда, т.е. 0R  – это такое число, что при всех x , для которых Rx  , 

ряд (8.8) абсолютно сходится, а при Rx   ряд расходится. 

Отметим, что на концах интервала сходимости, т.е. при Rx   и 

при Rx  , сходимость ряда проверяется в каждом случае отдельно. 

 

Для ряда (8.8) радиус абсолютной сходимости находится по фор-

муле: 

                                     
1

lim





n

n

n a

a
R .                                             (8.9) 

 

Замечания. Если  0lim 1 


n

n

n a

a
, то можно убедиться, что ряд (8.8) 

абсолютно сходится на всей числовой оси. В этом случае R . Если 




n

n

n a

a 1lim , 0R , то ряд (8.8) сходится лишь в одной точке 00 x . 

 

 

Примеры решения задач 

 

Пример 8.1.   Исследовать на сходимость ряд  


1 !

1

n n
. 

Решение. Находим  

        0
1

1
lim

)!1(

!
lim

!

1

)!1(

1

limlim 1 













 nn

n

n

n

u

u
l

nnn
n

n

n
. 

Так как 10 l , то данный ряд по признаку Даламбера сходится. 

 

Пример 8.2.   Исследовать на сходимость ряд   

...
1

...
10

3

5

2

2

1
2





n

n
. 
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Решение. 

Исследуем по интегральному признаку Коши. Найдѐм несобст-

венный интеграл: 

  





 

 
b

b
xdx

x

x
dxxf

1

2

1 1
2

1ln
2

1
lim

1
)( . 

Так как несобственный интеграл расходится, то расходится и 

данный ряд. 

 

Пример 8.3.   Исследовать на сходимость ряд   

...
5

1

...
25

2

3

5

2

24










 













n

n

n

n

. 

Решение. 

Исследуем по радикальному признаку Коши. 

1
5

11
1lim

5

1

5

1

lim
5

1

limlim

2


















 










 




e
n

n

n

n

n

u

n

n

n

n

n

n

n

n

n
n

n
, 

следовательно, ряд сходится. 

 

Пример 8.4.   Исследовать сходимость ряда   

...
3

1
...

33

1

32

1
1

12











nn
. 

Решение. Сравним данный ряд со сходящимся геометрическим 

рядом ...
3

1
...

3

1

3

1
1

12


n
 (его знаменатель 1

3

1
q ). Так как 

члены данного ряда, начиная со второго, меньше членов сходящегося 

геометрического ряда 















  1122 3

1

3

1
...,,

3

1

33

1
,

3

1

32

1
nnn

, то на 

основании признака сравнения ряд сходится. 

 

Пример 8.5.   Исследовать на сходимость ряд  






1
3

2 52

n n

n
. 

Решение. Сравним данный ряд с расходящимся гармоническим 

рядом 


1

1

n n
.  
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Так как 02
52

lim
1

:
52

limlim
2

2

3

2











 


 n

n

nn

n

v

u

nn
n

n

n
, то данный 

ряд, так же как и гармонический, расходится. 

 

Пример 8.6. Исследовать сходимость знакочередующегося ряда 

                      ...
2

)1(...
8

27

4

8

2

1 3
1  

n

n n
.                                   (*) 

Решение. 

 Исследуем по признаку Лейбница, так как ряд знакочередую-

щийся. Члены ряда убывают по абсолютной величине, начиная с пя-

того члена. 

Найдем:                                

0
2ln2

6
lim

2ln2

6
lim

2ln2

3
lim

2
limlim

3

)(

2

)(2)(3































 nnnnnnnn
n

n

nnn
u . 

Ряд  (*)  сходится по признаку Лейбница. 

 

Составим ряд из абсолютных величин членов ряда (*): 

                         ...
2

...
8

27

4

8

2

1 3


n

n
                                         (**) 

Ряд (**) знакоположительный, исследуем его по признаку Далам-

бера   

          1
2

1
1

2

1)1(
lim

2

1

2

2)1(
limlim

3

3

31

3
1 













 n

n

n

n

u

u

nn

n

n
n

n

n
.    

Ряд (**) сходится. 

Следовательно, ряд (*) сходится абсолютно. 

 

Пример 8.7.   Найти область сходимости ряда      

                 ...
12

)1(...
753

12
1

753









n

xxxx
x

n
n

 

Решение. Заданный ряд неполный. Воспользуемся признаком Да-

ламбера. Для данного ряда имеем: 

                       
12

12






n

x
u

n

n ;           
12

12

1







n

x
u

n

n ; 
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                22

12

12

1

12

12
lim

)12(

)12(
limlim x

n

n
x

xn

nx

u

u

nn

n

n
n

n

n





















. 

Ряд абсолютно сходится, если   12 x   или   11  x . Исследуем 

поведение ряда на концах интервала сходимости. 

При 1x  имеем ряд ...
7

1

5

1

3

1
1  , который сходится по 

признаку Лейбница (его общий член по абсолютной величине моно-

тонно убывает и стремится к нулю при n ). 

При 1x  имеем ряд ...
7

1

5

1

3

1
1  – это тоже сходящийся лейб-

ницевский ряд. Следовательно, областью сходимости исходного ряда 

является отрезок  1;1 . 

  

Контрольные вопросы 

 

1. Что называется числовым рядом, общим  членом ряда? 

2. Что называется суммой ряда? Дайте определение сходящегося 

и расходящегося рядов. Приведите примеры. 

3. В чем состоит необходимый признак сходимости ряда? 

4. Сформулируйте достаточные признаки сходимости рядов с по-

ложительными членами. 

5. Какой ряд называется знакочередующимся? В чем состоит 

признак Лейбница для такого ряда? 

6. Как найти радиус сходимости и интервал сходимости степен-

ного ряда? 

7. Как вычисляются коэффициенты ряда Маклорена для заданной 

функции? 

8. Как используются степенные ряды в приближенных вычисле-

ниях? 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

8.1. Написать пять первых членов ряда и проверить, выполняется 

ли для него необходимый признак сходимости. 

1. 
 




 



1 1

32

n nn

n
;         2. 



 2
2 1n n

n
;         3. 



13

2

n
n

n
;         4. 



1

1
sin

n n
. 
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8.2. Исследовать по признаку сравнения сходимость ряда: 

1. 


 0
3 1

1

n n
;          2. 



 1 5

1

n
nn

;          3. 


 0 12

1

n
n

. 

8.3. Исследовать по признаку Даламбера сходимость ряда: 

1. 






1 2

12

n
n

n
;           2. 

 



 0 122

3

n
n

n

n
;       3. 

 



1

3

!2n n

n
;       4. 



 



1 3

34

n
nn

n
. 

8.4. Исследовать по интегральному признаку сходимость ряда: 

1. 


1
2

1

n n
;         2. 



 2
3ln

1

n nn
;        3. 

 



 23 2
32

1

n n
;      4. 



 1
2 1

2

n n

n
. 

8.5. Исследовать по признаку Лейбница сходимость ряда: 

1. 
 









1
3

1
1

n

n

nn
;        2. 

 



 



0 12

1

n

n

n
;       3.  

nn

n

5
cos1

1







 . 

8.6. Исследовать сходимость ряда: 

1. 
 




 0
3

1

1

n n
;           2. ...

7

4

5

3

3

2
1  ;        3. 

 



 1
2

1n n

n
; 

4. 
 




1 !2

!210

n

n

n

n
;    5. ...

!4

3

!3

3

!2

3
1

32

 ;    6. ...
8ln4

1

6ln3

1

4ln2

1

2ln

1
 . 

8.7. Найти область сходимости степенного ряда: 

1. 
 









1
13n

n

n

n

x
;     2. 

 
n

n

n

x
n

n 2

1 !2

!2





;     3. 
 








1
2

3
8

n

n

n

x
;    4. ...

432

432


xxx

x ; 

5.   n

n

n
x2

0

2




 ;     6. ...!4!3!21 32  xxx . 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 
 

Задание  1.  Найдите пределы (таблица 8). При решении предела 

под пунктом е) воспользоваться правилом Лопиталя. 

Таблица 8 – Данные к заданию 1 
№ вари-

анта 

 

1 
а) 

1

)1(
lim

2

2





 x

x

x
;   б) 

675

4
lim

2

2

2 



 xx

x

x
;   в) 

516

2
lim

4 



 x

x

x
; 

 г) 
xx

x

x sin

4cos1
lim

0




;   д) 

2

52

12
lim

x

x x

x














;   е) 

ctgx

x

x

ln
lim

0
. 

2 
а) 

127

532
lim

23

2





 xx

xx

x
;  б) 

27

6
lim

3

2

3 



 x

xx

x
;   в) 

2

321
lim

4 



 x

x

x
; 

 г) 
20

8cos1
lim

x

x

x




;   д) 

x

x x

x
3

8

4
lim
















;   е) 

4 3

)5ln(
lim





 x

x

x
. 

3 
а) 

132

42
lim

24

5





 xx

xx

x
;   б) 

65

672
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
;   в) 

31

529
lim

8 



 x

x

x
; 

 г) 
xxtg

x

x 2

cos1
lim

2

0




;   д) 

32

1
lim















x

x x

x
;   е) 

)21ln(

1
lim

2

0 x

e x

x 




. 

4 
а)

xxx

xx

x 



 23

23

52

253
lim ;б)

23

12
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2

2

1 



 xx

xx

x
;  в) 

9

1213
lim

23 



 x

xx

x
; 

 г) 
xtg

x

x 2

3sin
lim

2

2

0
;   д) 

x

x x

x
4

12

12
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














;   е) 












 1

11
lim

0 xx ex
. 

5 
а) 

523

172
lim

24

3





 xx

xx

x
;   б) 

65

16
lim

2

4

2 



 xx

x

x
;   в) 

1

23
lim

1 



 x

x

x
; 

 г) 
xx

x

x sin

2cos1
lim

0




;   д) 

x

x x

x
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2

1
lim
















;  е)  

3

ln
lim

x

x

x
. 

6 
а) 

523

123
lim

2

4





 xx

xx

x
;   б) 

27

12
lim

3

2

3 



 x

xx

x
;   в) 

4

2
lim

4

16 



 x

x

x
; 

 г) 
x

x

x sin

5arcsin
lim

0
;   д) 

x

x x

x
5

3
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









 
;   е) 

x

ee xx

x sin
lim
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0




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7 
а)

23

3
lim

4

24





 xx

xxx

x
;б)

127

123
lim

3

2

3

1 



 x

xx

x

;в) 
xx

xx

x 353

143
lim

2

1 




; 

 г) 
20

3cos1
lim

x

x

x




;   д) 
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1

2
lim
















x
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x
;   е) 































xx

x
12lim

1

. 

8 
а) 
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75
lim

2

27





 xx

xxx

x
;   б)

32

54
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
;   г) 

xx

x

x 3sin

6cos1
lim

0




; 
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x
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x

)1(21
lim

2

0




;д)

4

1

3
lim
















x

x x

x
;  е) 










 x

x

xx lnln

1
lim

1
. 

 

9 
а) 

3

2

41

957
lim

xx

xx

x 




;б) 

2

123
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
; в) 

1572

612
lim

25 



 xx

xx

x
; 

 г) 
20

cos1
lim

x

x

x




;   д) 

x

x x

x
3

32

2
lim 










;   е) 

30
lim

x

arctgxx

x




. 

10 
а) 

127

103
lim

3

23





 xx

xx

x
;   б) 

352

6113
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
;   в) 

1

23
lim

1 



 x

x

x
; 

 г) 
xtgx

x

x

4cos1
lim

2

0




;    д) 

4

1

3
lim
















x

x x

x
;    е) 

xx

xtgx

x 



 sin2
lim

0
. 

11 
а) 

xxx

xx

x 



 24

2

23

752
lim ;   б) 

6

8
lim

2

3

2 



 xx

x

x
;   в) 

11

22
lim

2

2

0 



 x

x

x
; 

 г) 






 

 x

x

x sin

1cos
lim

0
;   д) 

23

4

1
lim
















x

x x

x
;   е) 





 2

1

2

1
lim

2

arctgx

e x

x
. 

12 
а) 

xx

xx

x 53

234
lim

4

2






;   б) 

1

2
lim

3

2

1 



 x

xx

x
;   в) 

xx

x

x 21

1
lim

1 




; 

 г) 
x

xtgx

x 4cos1
lim

0 
;   д) 

2

13

13
lim
















x

x x

x
;   е) 

)31ln(

1
lim

3

0 x

e x

x 




. 

13 
а) 

42

923
lim

2

2





 xx

xx

x
;   б) 

2

2

4 20

16
lim

xx

x

x 




;   в) 

xx

x

x  11

3
lim

0
; 

 г) 
x

x

x 6arcsin

3
lim

0
;   д) 

32

1

2
lim
















x

x x

x
;   е) 

30

sincos
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x

xxx

x




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14 
а) 

132

735
lim

24

23





 xx

xx

x
;  б) 

32

3114
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
;   в) 

22

312
lim

4 



 x

x

x
; 

 г) 
20 2

5cos1
lim

x

x

x




;    д) 

5

3
lim















x

x x

x
;    е) 

31 1

ln
lim

x

x

x 
. 

15 
а) 

2432

73
lim

xx

x

x 




;    б) 
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673
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
;    в) 

38
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lim

1 



 x

x

x
; 

 г) 
xx
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2
lim

2

0 
;   д) 

x

x x

x
2

23

43
lim 














;   е) 

2
lim

5

3

 x

e x

x
. 

16 
а) 

2

2
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518
lim

xx

xx

x 




;    б) 
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274
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
;    в) 

9

332
lim

23 



 x

x

x
; 

 г) 
xtg
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x 3

2
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0
;    д) 

13

42
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














x

x x

x
;   е) 

20
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lim

x

x

x
. 

17 
а) 

122

311
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2

3





 xx

xx

x
;   б) 

23

145
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
;   в) 

32

23
lim

7 



 x

x

x
; 

 г) 
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3sin3
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x

xxtg

x




;   д) 

x

x x

x
3

12

42
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














;    е) 
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lim

0 x

x

x
. 

18 
а) 

2

24

321

35
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xx

xx

x 




;   б) 
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54
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
;   в) 

212

529
lim

8 



 x

x

x
; 

 г) xctgx
x
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0



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43
5
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






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

 
x
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x
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x

ex
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1
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0




. 
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а) 
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348
lim

4

24




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xx

x
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347
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
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415
lim

23 



 xx

x

x
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 г) 
2

3
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x

xx

x




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1
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
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





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


x
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x
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x



. 
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а) 
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2
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
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xx

x
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2

2
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

 xx

xx

x
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x

x

x




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
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
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1
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0
;   д) 

x

x x

x
23
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
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





 
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0



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3
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x
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2

2
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x
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2

2
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x
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



2

0
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
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
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
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
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
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

 xx

xx

x
;   в) 

516

2
lim

4 
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
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
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
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
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11
lim

x

xx

x




; 

 г) 
x

x

x 4arcsin2

8cos1
lim

20




;   д) 

x

x x

x
















42

12
lim ;   е) 

xx

x

x 



 2

1
lim

1
. 

26 
а) 

143

423
lim

2

4





 xx

xx

x
;   б) 

276

2734
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
;   в) 

23

2

0

131
lim

xx

x

x 




; 

 г) 
xtg

x

x 5

3arcsin
lim

0
;   д) 

1

53

43
lim
















x

x x

x
;   е) 









 )5,0ln(

2ln
lim

2

1 x

x

x

. 

27 
а) 

5112

132
lim

2 



 xx

x

x
; б) 

5112

352
lim

2

2

5 



 xx

xx

x
;   в) 

xx

x

x 23

36
lim

3 




; 

 г) 
xtgx

x

x 2

3cos1
lim

2

0 




;   д) 

x

x x

x
















23

21
lim ;   е) )(lim 3 x

x
ex 


. 

28 
а) 

3

23

22

375
lim

xx

xx

x 




;   б) 

8253

8152
lim

2

2

8 



 xx

xx

x
;   в) 

38

33
lim

2

1 



 x

x

x
; 

 г) xctgx
x

4lim
0



;   д) 

2

23

3
lim















x

x x

x
;   е) 

xx

xtgx

x sin4

sin
lim

0 




. 
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29 
а) 

232

124
lim

23

3





 xx

xx

x
;   б) 

43

4023
lim

2

2

4 



 xx

xx

x
;   в) 

xx

x

x 



 20

39
lim ; 

 г) 
2

5

0

coscos
lim

x

xx

x




;   д) 

x

x x

x
23

1
lim














;   е) 

7 3

)7ln(
lim





 x

x

x
. 

30 
а) 

153

47
lim

3 



 xx

x

x
;   б) 

3103

352
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
;   в) 

12

332
lim

3 



 x

x

x
; 

 г) 
x

x

x 2arcsin2

4cos1
lim

20




;   д) 

1

21

24
lim
















x

x x

x
;   е) 

xx ex

x
 



3cos

)1ln(
lim

2

0
. 

 

Задание 2.  Найдите  производные функций (таблица 9). 

Таблица 9 – Данные к заданию 2 
№ 

вари-

анта 

а) б) в) 

1 43 )243(  xxy  

291

74

x

tgxx
y




  

03233  xyyx  

2 23 23 )123(  xxy
 

xtgy x 223  0cos22  xyx  

3 4

3

2 )5
1

( x
x

xy 

 

xex

x
y




4

7arcsin
 02  xy

y

x
 

4 32 )4
3

4( 
x

xy  
xey tgx 2ln  322  yxyx  

5 535 )1(  xxy  

tgx

x
y

x 




2

41 2

 
03 33  yxyx  

6 2

4

2 )5
2

6( 
x

xy  
 2arcsin3 xy tgx

 

yxey 1  

7 34 33 )24(  xxy  

xarctg

x
y

5

51 2
  

03sin32  yyx  

8 452 )42(  xxy  xxxy ln3   
05ln  xyy  

9 5

3

5 )2
5

3( 
x

xy  
 

xe

xarctg
y

2

2
  

02  xytgy  

10 234 )12(  xxy  
xexy  arcsin  04sin 2  xyy  
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11 3

4

5 )7
1

3( 
x

xy  
241

2arccos

x

x
y


  

yxyx  222  

12 434 )132(  xxy    xctgxy 21 2 
 

yxyx arcsinarcsin   

13 545 )823(  xxy  

 12ln

44






x

xx
y  

02sin2 2  yxy  

14 2

2

3 )4
3

( 
x

xy  
xctgey x 3arcsin      0cossin  xyxy  

15 35 22 )235(  xxy
 x

x
y

2sin

32 5
  

 yxtgy   

16 4

3

4 )7
2

2( 
x

xy  
xy x 5arcsin56  xyy ln2  

17 542 )523(  xxy  

5

3

78

4cos

x

xx
y




  

yxey 1  

18 2

4

6 )8
1

( 
x

xy  
xarctgey x 3sin  0cossin  xeye yx

 

19 35 25 )734(  xxy
 56

2
2

2






x

ctgxx
y  x

y

exy 2
 

20 4

3

2 )1
5

3( 
x

xy    xexy x

2

1
sin2

 

yxy cos2   

21 2

3 2

4 )4
6

5( 
x

xy

 

15

cos
2 




x

xctgx
y  

04cos23  yyx  

22 52 )7
5

3( 
x

xy  

xexy sin3cos   03  xyey  

23 4

4 3

3 )3
2

7( 
x

xy  

x

x
y

7sin

24 5 
  

0ln32  yxyx  

24 35 )4
1

2( 
x

xy  
xarctgy x 225  

x

y
xy ln2   

25 2

7

3 )4
3

4( 
x

xy  
5

3

94 x

ex
y

x




  

4224  yyxx  
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26 4

3

6 )6
2

5( 
x

xy  xxy 8sin52 
 

0sin arctgyx  

27 3

5 3

4 )8
4

( 
x

xy  
23cos

3sin




x

x
y  

0475 22  yyx  

28 23 )4
2

3( 
x

xy  
xey x 4cosarcsin

 

yxarctgy 54   

29 4

3

7 )3
1

2( 
x

xy  

xx
y

x




2

24
 

xyyx 63   

30 3

5 4

2 )5
1

6( 
x

xy

 

xarctgy tgx 34  
ctgyxy   

 

 

Задание 3. Проведите полное исследование функции и постройте 

ее график (таблица 10). 

Таблица 10 – Данные к заданию 3 
№ вари-

анта 

 № вари-

анта 

 

1 

x

x
y

12 
  

16 

3

162






x

x
y  

2 

1

2




x

x
y  

17 

4

122






x

x
y  

3 

2

32






x

x
y  

18 

x

x
y

252 
  

4 

3

82






x

x
y  

19 

1

242






x

x
y  

5 

4

92






x

x
y  

20 

2

322






x

x
y  

6 

x

x
y

42 
  

21 

3

272






x

x
y  

7 

1

32






x

x
y  

22 

4

72






x

x
y  

8 

2

52






x

x
y  

23 

12

2 2




x

x
y  
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9 

3

52






x

x
y  

24 

)1(2

2




x

x
y  

10 

4

152






x

x
y  

25 
2

2

2 x

x
y   

11 

x

x
y

92 
  

26 

1

)1(
2

2






x

x
y  

12 

4

142






x

xx
y  

27 2
1







 


x

x
y  

13 
2)1(

4




x

x
y  

28 
2

3 4

x

x
y


  

14 

1

82






x

x
y  

29 

 21

23






x

x
y  

15 

2

212






x

x
y  

30 
x

x
y 4

1
  

 

Задание 4.  Найдите неопределенные интегралы (таблица 11). 

Таблица 11 – Данные к заданию 4 
№ вари-

анта 
 № вари-

анта 
 

1 
а) dx

x

arctgx


 21
; 

б) dxxe x


7
; 

в) dx
xx

x






65

6
2

3

. 

16 
а) dx

tgxx


 42sin

1
; 

б) dxxx  7sin)1( ; 

в) dx
xx

x






178

73
2

. 

2 а) xdxx cossin1  ; 

б) dxx 2arcsin ; 

в) dx
xx

x






84

14
2

. 

17 а) dxxe x


12

;  

б) dxex x


 )1( ; 

в) dx
xx

x






6

4
2

3

. 

3 
а) dx

x

x


 227
;   

б) dx
x

x
2

cos ; 

18 
а) dx

x

x

 41

;  

б) dx
x


3

arccos ; 
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в) dx
xx

x






23

1
2

3

. в) dx
xx

x






52

25
2

. 

4 
а) dx

xx


 22 1arcsin

1
; 

б) dxx  )1ln( 2 ; 

в) dx
xx

x






52

85
2

. 

19 
а) dx

x

xarctg


 241

2
;  

б) dxx  )15ln( ; 

в) dx
xx

x






56

5
2

3

. 

5 
а) dx

x

x


 2

2

1

arccos
; 

б) dxxx  )12cos( ; 

в) dx
xx

x






65

2
2

3

. 

20 
а) dx

x

x


 21
; 

 б) dx
x

x
 3

ln
; 

в) dx
xx

x






136

37
2

. 

6 
а) dx

e

e
x

x


 23

;  

б) dxx  )3ln( ; 

в) dx
xx

x






84

23
2

. 

21 а) dxxx 23 31  ;  

б) dxxe x


2
; 

в) dx
xx

x






32

7
2

3

. 

7 
а) dx

x

x


 2cos

sin
;  

б) dxx x
  32 ; 

в) dx
xx

x






2

2
2

3

. 

22 
а) dx

x

x


 8

3

5
; 

б) dxxx  )4cos( ; 

в) dx
xx

x






136

311
2

. 

8 
а) dx

xx


ln

1
;  

б) dxxarctg 2 ; 

в) dx
xx

x






106

38
2

. 

23 
а) dx

x

x
 5cos

sin
;  

б) dxex x
  )4( ; 

в) dx
xx

x






34

7
2

3

. 

9 
а) dx

e

e

x

x


2

;  

б) dxxx 4sin ; 

в) dx
xx

x






6

3
2

3

. 

24 
а) dx

x

x


 3sin

cos
; 

б) dxx  )32ln( ; 

 в) dx
xx

x






2910

78
2

. 
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10 
а) dx

xx
 2ln

1
; 

б) dxxex


2 ; 

в) dx
xx

x






54

37
2

. 

25 а) xdxe x sincos
 ; 

б) dxarctgxx  ; 

в) dx
xx

x






65

6
2

3

. 

11 
а) dx

x

x


1ln
; 

 б) dxxarcctg 3 ; 

в) dx
xx

x






23

3
2

3

. 

26 
а) dx

x

x


 sin3

cos
; 

 б) dxxe x


13 ; 

в) dx
xx

x






208

710
2

. 

12 
а) dx

x

x


 31

3
;  

б) dxex x


 4)1( ; 

в) dx
xx

x






106

109
2

. 

27 
а) 

 
dx

x

x



221

;  

б) dxxx 2sin ; 

в) dx
xx

x






56

8
2

3

. 

13 
а) dx

x

x


 41

2
; 

б) dxx  )5ln( ; 

в) dx
xx

x






34

4
2

3

. 

28 а) dxxe x


 225
;  

б) dxxx 3cos ; 

в) dx
xx

x






6816

113
2

. 

14 
а) dx

x

xtg



2

3

cos

1
;  

б) dxxx 8cos ; 

в) dx
xx

x






108

103
2

. 

29 
а) dx

x

x






4

3
2

;  

б) dxxe x


 14
; 

в) dx
xx

x






32

8
2

3

. 

15 
а) dx

x

ctgx



2sin

3
; 

 б) dxx 5arcsin ; 

в) dx
xx

x






32

5
2

3

. 

30 а) dxxx  36 45 ; 

б) dxxx  2sin)4( ; 

в) dx
xx

x






172

165
2

. 
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Задание 5.  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

(таблица 12), и сделать чертеж. 

      Таблица 12 – Данные к заданию 5 

Вариант 1 линия 2 линия 

1.  2)3(
2

1
 xy  

7 xy  

2.  2)2(
2

1
 xy  

xy  2  

3.  2)6(
2

1
 xy  

xy  10  

4.  xxy 32   xy 34   

5.  xy 42   xy   

6.  2)1(
2

1
 xy  

5 xy  

7.  2)2(
2

1
 xy  

2 xy  

8.  2)5(
2

1
 xy  

xy  1  

9.  2

4

1
xy   

xy 42   

10.  xy 2  
1

4

3 2  xy  

11.  2xy   xy   

12.  2)4(
2

1
 xy  

xy   

13.  2)5(
2

1
 xy  

xy  9  

14.  2)4(
2

1
 xy  

xy   

15.  2)4(
2

1
 xy  

xy  8  

16.  2)3(
2

1
 xy  

xy  7  

17.  xy 92   63  xy  
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18.  1062  xxy  xy   

19.  2)2(
3

1
 xy  

042  yx  

20.  2)1(
4

1
 xy  

0112  yx  

21.  2)2(
4

1
 xy  

0102  yx  

22.  2)1(
3

1
 xy  

022  yx  

23.  2)5(
4

1
 xy  

072  yx  

24.  2)5(
3

1
 xy  

0102  yx  

25.  2)4(
4

1
 xy  

082  yx  

26.  22 xxy   xy   

27.  442  xxy  xy   

28.  

x
y

6
  

xy  7  

29.  22 xxy   xy   

30.  13 2  xy  73  xy  

 

Задание 6. Задана функция двух независимых переменных. Най-

ти:  1) полный дифференциал; 

2) экстремум функции (таблица 13). 

Таблица 13 – Данные к заданию 6 
№ 

ва

ри

ан

та 

 № 

ва

ри

ан

та 

 

1 132 22  yxyxyxz  16 32223 22  yxyxyxz  

2 )6( yxxyz   17 633 22  yxyxyxz  

3 yxyxyxz  222
 18 122  yxyxyxz  

4 22 2)1( yxz   19 102)2( 22  yxz  
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5 yxyxyxz 222 22   20 22 24 yxyxz   

6 yxyxyz 142 2   21 1)5( 22  yxz  

7 yxyxyxz  222  22 2572 22  yxxyyxz  

8 22 22151 yxyxxz   23 362  xyxyxz  

9 9663 22  yxxyyxz  24 2352 22  yxxyz  

10 yxxyyxz 162232 22   25 )12( yxxyz   

11 51462 22  xxyyxz  26 922  yxxyz  

12 22)(4 yxyxz   27 yxxyyxz 264853 22   

13 67232 22  yxyxyxz  28 yxyxyz 62   

14 22 33)(6 yxyxz   29 206922  yxyxyxz  

15 yxyxyxz 9622   30 xyxyxz 42 22   

 

Задание 7. По следующим эмпирическим данным (таблица 14) 

найдите линейную зависимость baxy  , используя метод наи-

меньших квадратов. Постройте график функции и точечный график 

данных.              

Таблица 14 – Данные к заданию 7 

Вариант X -4 -3 -2 -1 0 1 2 

1.  Y -6 -4 -4 -3 1 2 7 

3. Y -7 -2 -3 -1 3 5 5 

5. Y -6 -1 -2 0 4 6 6 

7. Y -8 -3 -4 -2 2 4 4 

9. Y -5 -3 -2 -3 1 4 8 

11. Y -6 -2 -1 -1 3 4 6 

13. Y -7 -3 -3 0 2 5 6 

15. Y -5 -4 -4 -1 4 6 7 

17. Y -9 -6 -3 0 1 2 5 

19. Y -6 -2 -2 -1 3 5 6 

21. Y -5 -3 -1 0 2 3 7 

23. Y -7 -6 -3 -3 1 4 5 

25. Y -5 -5 -3 -2 4 4 6 

27. Y -8 -4 -1 0 2 5 6 

29. Y -6 -3 -2 1 2 4 7 
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Вариант Х -2 -1 0 1 2 3 4 

2.  Y -4 -3 -3 1 4 5 7 

4. Y -6 -3 -3 0 1 5 6 

6. Y -8 -7 -1 1 3 1 4 

8. Y -5 -2 -2 1 2 6 7 

10. Y -5 -5 -2 0 2 3 7 

12. Y -4 -4 -1 2 3 5 5 

14. Y -7 -2 1 3 4 4 8 

16. Y -6 -4 -2 0 1 6 7 

18. Y -3 -3 -1 1 3 4 4 

20. Y -5 -3 -2 2 3 5 6 

22. Y -4 -3 -1 0 4 5 5 

24. Y -6 -4 -1 2 3 6 6 

26. Y -3 -2 -1 1 4 5 6 

28. Y -5 -4 -1 0 2 3 7 

30. Y -8 -5 -3 -1 3 4 6 

 

Задание 8. Найдите общее решение (общий интеграл) дифферен-

циальных уравнений (таблица 15). 

Таблица 15 – Данные к заданию 8 
№ вари-

анта 

а) б) 

1 

x

y
ctgxyyx  2  

xeyy   

2 0 xeyyx  244 xyyy   

3 0)( 2  dyxydxyx  62 3  xyyy  

4 2

2
1

1

2
x

x

xy
y 


  

xeyyy  23  

5 

xyx

yxyx
y

2

4
2

22




  

6843  xyy  

6 

x

e
xyy

x2

2


  

xeyy 5  

7 

xyx

yxyx
y

22

2
2

22




  

xyy cos  
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8 
x

x

y
y sin  

xyyy 2sin82   

9 

x

y
xyyx sin3   

xxyy 5sin105cos25   

10 

2

2

2 1

2

1

2

x

x
y

x

x
y





  

xeyyy 591110   

11 yxyyx 3)3(   68222 2  xxyyy  

12 

x
ytgxy

cos

1
  

xeyy 43216   

13 
x

y

xeyyx   

xeyy 359   

14 2

22 xxexyy   xyyy sin23   

15 )2(2 223 yxyyx   xeyyy 482   

16 
2

x

xe
x

y
y   

8102416168 23  xxxyyy  

17 

yx

yx
y






8

8
 

126552 2  xxyyy  

18 2 yctgxy  xyyy 2sin84   

19 

x

y
xtgyyx   

xyy sin4  

20 2

2 xxexyy   
xxeyyy  102  

21 

yx

yx
y






2

2
 

xxyyy 2sin92cos122   

22 xexyyx )1()( 2  18723612 3  xyyy  

23 
0ln 2 

x

y
yyx  

xeyy 284   

24 
3

53

x
y

x
y   

1074 23  xxxyy  

25   yxyyx  2  xxyyy cos7sin23   

26 xxyyx cos2  xxyy 4sin84cos6   

27 

2

2

1
x

y

x

y
y   

6539996 2  xxyyy  
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28 
xarctg

x

xy
y 2

2 1

2



  

xyyy sin5265   

29 

yx

yx
y




  

xeyyy 21644   

30 xyxy cos  661616168 2  xxyyy  

 

Задание 9. Найдите область сходимости степенного ряда (табли-

ца 16). 

Таблица 16 – Данные к заданию 9 
№  

вари-

анта 

 № 

вари-

анта 

 № 

вари-

анта 

 

1 



 1 2n
n

n

n

x
 

11 



 1
24n

n

n

n

x
 

21 








1
12 5

3

n
n

nn

n

x
 

2 







1

13

n

nn

n

x
 

12 



 1
2

3

)12(

2

n

nn

n

x
 

22 



1
3)2(n

n

n

x
 

3 




1
15)1(n

n

n

n

x
 

13 



 



1 2)1(n
n

n

n

xn
 

23 




1

14n
n

n

n

x
 

4 







1

12

12n

n

n

x
 

14 



 



1 5)14(

)1(

n
n

nn

n

x
 

24 






1

12210
n

nn x  

5 







1
2

11

)34(

2

n

nn

n

x
 

15 






1

)1(
n

nxnn  
25 





1
121n

n

n

n

x
 

6 











1

1

3

)1(

n
n

nn

n

x
 

16 



1

27

n

nn

n

x
 

26 n

n

n x2

1

)2( 




 

7 




1

122 5n
n

n

n

x
 

17 




1
1212

3

n
n

nn

n

x
 

27 



 1 3)1(n
n

n

n

nx
 

8 







1

2

2

3

n

nn

n

x
 

18 



 1 2)23(n
n

n

n

x
 

28 



 1

3

8)12(n
n

n

n

x
 

9 







1
2

1

1

2

n

nn

n

x
 

19 



 1 12

5

n

nn

n

x
 

29 








1
12

1

3)1(n
n

n

n

x
 

10 








1
13)12(

)1(

n
n

nn

n

x

 

20 



 



1

2

3

)1(

n
n

nn

n

x
 

30 




1
13n

n

n

n

x
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ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ 

 

Тема 1  Предел и непрерывность функции 

1.1. а) 15; б) 
103

26
; в) 0; г)  ; д) 2; е) 

5

2
; ж) 

3

2
; з) 3. 1.2. а) 2; б) 

8

1
; в) 2e ; 

г) 
e

1
. 1.3. а) 

2

1
 ; б) 

4

3
; в) -2; г) -4; д) 

8

1
; е) 4; ж) 

4

1
; з)  . 1.4. а) 

5

3
;  

б) 3e ; в) e; г) 6e . 1.5. а) 1; б) 0. 1.6. При 2x  функция непрерывна; 

при 1x  – точка разрыва второго рода, 
 1

2
lim

01 x

x

x
; 


 1

2
lim

01 x

x

x
. 1.7. а) 1x  – точка разрыва второго рода; б) 2x  

– точки разрыва второго рода; в) функция не имеет точек разрыва; г) 

2x  – точка неустранимого разрыва первого рода, скачок 4 ; д) в 

точке 1x  функция непрерывна, точка 5,2x  – точка неустранимого 

разрыва первого рода, скачок 1 . 

Тема 2  Производная и дифференциал функции 

2.1.  1.  261 xx ;    2.  
x

1
1 ;     3.  

 22 3

12

x

x
;      4.  x

x
3

1
3 2

 ;  

5.   xxxx cossin2  ;   6.   42315 x ;   7.   12cos2 x ;   8.  
x

x
3

2

cos2

sin1
; 

 9.    2ln232 3xx  ;    10.  
 

x

xe x

2

213 

;   11.  xtgx 2sin2  ;   12.  xln ;  

13.  
22

1

xx 
;    14.  xarccos ;     15.   

21

2

x
.    2.2.  1.  

xy

yx

34

310




;   

2.  
xxee

yyee
yx

xy




;  3. 

xeye

xeye
yx

yx

coscos

sinsin







 .  2.3.  1. 

 32

23

52

56114126





xx

xxx
; 
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2. 
 3 4

5

6

9

10






x

x
;  3. xxx cossin4  .  2.4. 0,25. 

Тема 3  Применение  производной к исследованию функции  

3.1.  1. 
11

3
 ;  2.  2;  3. 

18

1
;  4. 

11

48
;  5. 

5

2
;  6.  2;  7. 

2

1
;  8. 

5

3
 ;  9.  2;  10. 1. 

3.2.  1. Нет экстремума;  2.     12;12 maxmin  yyyy ;  

 3.   42min  yy .  3.3. 1.     100;102  yyyy наимнаиб ;  

 2.      2ln122;11  yyyy наимнаиб .  3.4. 1. Точки перегиба 

 294;3  и  114;2 ; выпуклый на  3;  и  ;2 , вогнутый на 

 2;3 ;  2. Кривая вогнутая во всей области своего расположения: 

 2;   и  ;2 ;  3. Точек перегиба нет; выпуклый на  2;2 , во-

гнутый на  2;  и  ;2 .  3.5.  1. 2x  и 42  xy ;   2. 1y ;  

3. 0y  при x .  3.6. 1. Функция определена и непрерывна на 

всей числовой оси. График пересекает оси координат в точках  0;3  

и  0;0 . Асимптот нет.     42;00 maxmin  yyyy . Точка переги-

ба  2;1 ;  2. Функция определена и непрерывна всюду, кроме точки 

2x , которая является точкой разрыва второго рода. График пересе-

кает оси координат в точках  0;1  и 









2

1
;0 . Асимптоты 2x  и 

4 xy ;     01;125 maxmin  yyyy . Точек перегиба нет (гипер-

бола);   3. Функция определена и непрерывна на всей числовой оси. 

Нечетная. График пересекает оси координат в точке  0;0 . Асимптота 

0y .    
e

yy
e

yy
1

1;6,0
1

1 maxmin  . Точки перегиба  
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









3

3
;3

e
,   0;0  и 








3

3
;3

e
. 

Тема 4 Неопределенный интеграл 

4.1. 1. Cxxx  523 ;  2. C
xx

x 
22

11
ln2 ;  3. Ceex xx  2

2

1
2 ;  

4. C
x

x
x 






5

5
ln

52

3
5ln 2 ; 5. Carctgxx  ; 6. Cxx  2cos

2

1
. 

4.2. 1. C
x

arctg 
33

1 2

;  2. xC cos21 ;  3. C
x

x






5

5
ln

56

1
3

3

;   

4.   Cex  43ln
4

1
;  5.   Cxx  ln1ln2

3

2
; 6. Ce x 12 3

6

1
. 

4.3. 1. Cxxx  cossin ;   2. 
24

ln21

x

x
C


 ;   3. arctgx

xx
C

2

1

2

2 
 ;  

4. Cxxx  21arcsin ;   5.   Cxx
e x

 269
27

2
3

;  

6. C
xx

x
x




24
1ln

2

1 22

.  4.4. 1. C
x

arctg 


2

2

2

1
;  2. C

x

x






2

1
ln

3

1
; 

3. Cxxx
x

 2ln84
3

2
3

; 4. C
x

x 



3

11
3ln3 ; 5. C

xx


1
1ln

1
; 

6. C
x

x
x 






2

3
ln3 . 

Тема 5 Определенный интеграл  

5.1. 1. e4 ;  2. 
9

2
;  3.  1228,0 4  ; 4. 12ln2  ;  5. 

3

1
;  6.  . 5.2. 1. 36; 2. 1; 

3. 
3

8
;  4. 

6

125
;  5. 

3

16
;  6. 

27

34
. 5.3. 1. 

15

256
; 8 ; 2. 

15

178
; 

2

21
; 3. 

7

6
; 

5

3
. 5.4. 1. 

2

1
; 2. 

2ln

1
; 3. 

2

1
; 4. 

2

3
; 5. Расходится; 6.  . 
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Тема 6 Функции нескольких переменных 

6.1. 1. 32xy
x

z





, 223 yx

y

z





; 2. ye

x

z xy



, xe

y

z xy



; 3. 

22 yx

x

x

z







, 

22 yx

y

y

z







; 4. 

 
 222

22

yx

xyy

x

z









, 

 
 222

22

yx

yxx

y

z









;  

5.  22322 1545  yxyxzx ,  2233 1530  yxyxzy ; 6. 
22

1

yx
zx


 , 

  2222 yxyxx

y
z y


 ; 7. 1 y

x yxz , xxz y
y ln ; 8. 1xz , 0yz . 

6.2. 1. xyzxx 6 , yzyy cos , 
23xzxy  ; 2. 

 
 22

22

yx

xy
zxx




 , 

 22

2

yx

x
zxy


 , 

 22

1

yx
z yy


 . 6.3. 1.   214;1min  zz ; 2. Нет экс-

тремума; 3. 4
2

1
;1min 








 zz ; 4.   154;4max  zz . 

 

Тема 7 Дифференциальные уравнения 

 

7.2. 1.   222
1 Cyx  ; 2.    Cxy  11 ; 3. Carctgyx 2 ;  

4.  xeCy  ln ; 5. 222 ln Cxyx  ; 6. 1
cos


x

C
y ; 7. 

2

1
sin2 2  xy ;  

8. 
x

x
y






1

1
. 7.3. 1. 0ln 22  yxC

x

y
arctg ; 2.    xyCxyx  ln ; 

3. Cxxey  ; 4.  yyx ln1 . 7.4. 1.  xCexxy  sincos
2

1
;  

2.   21 xCxy  ; 3.   xeCxy  ; 4.  eexy x  2 .  

7.5. 1. xx eCeCy 2
21  ; 2. xx eCeCy 2

2
2

1
 ; 3. xeCCy 3

21  ;  

4.  xCxCey x sincos 21   ; 5.  xCxCy 2sin2cos 21  ;  

6.  xey x 1034   . 7.6. 1. 23
21 xeCCy x  ;  

2.   84,02,23sin28,03cos16,0 2  xxxxey x ;  

3. 







 2

21
2

2

1
xxCCey x ; 4.  

xx xeeCCy 55
21

5

1   ;  
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5. xxCxCy 2cos3sin3cos 21  ; 6. xxxy sin
3

1
2sin

3

1
2cos  . 

Тема 8 Числовые ряды 

 

8.1. 1. Да; 2. Нет; 3. Да; 4. Да. 8.2. 1. Расходится; 2. Сходится; 3. Схо-

дится. 8.3. 1. Сходится; 2. Расходится; 3. Сходится; 4. Сходится.  

8.4. 1. Сходится; 2. Сходится; 3. Расходится; 4. Расходится.  

8.5. 1. Сходится абсолютно; 2. Сходится условно; 3. Расходится. 

8.6. 1. Сходится; 2. Расходится; 3. Расходится; 4. Сходится; 5. Схо-

дится; 6. Сходится условно. 8.7. 1. 33  x ; 2.  x ;  

3. 79  x ; 4. 11  x ; 5. 
2

1

2

1
 x ; 6. Сходится только при 

0x . 
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