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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В начале обучения в вузе студенты инженерных 
специальностей изучают курс математики, который служит 

фундаментальной базой инженерного образования. Для освоения 

общетехнических дисциплин, в том числе теоретической 
механики, студенты должны знать и уметь применять основные 

положения курса линейной алгебры и аналитической геометрии. 

Во всех разделах курса механики, начиная со статики, широко 
используется векторная алгебра и аналитическая геометрия. Для 

решения задач по механике необходимо уметь вычислять 

проекции векторов на координатные оси, находить геометрически 
и аналитически сумму векторов, определять скалярное и 

векторное произведение векторов, знать и применять свойства 

произведений векторов. Также надо уметь пользоваться 
прямоугольной декартовой системой координат на плоскости и в 

пространстве, составлять и преобразовывать уравнение линии на 

плоскости, определять вид линии по её уравнению и т. д. 
Учебное пособие предназначено для студентов инженерных 

специальностей: 110301 – Механизация сельского хозяйства, 

110303 – Механизация переработки сельскохозяйственной 
продукции, 110304 – Технология обслуживания и ремонта машин 

в АПК, 190601 – Автомобили и автомобильное хозяйство.  

Пособие состоит из пяти разделов: «Линейная алгебра», 
«Аналитическая геометрия на плоскости», «Векторная алгебра», 

«Аналитическая геометрия в пространстве» и «Задания для 

самостоятельного решения». Первые четыре раздела имеют 
деление на пункты. В начале каждого пункта приведены краткие 

теоретические сведения (определения, формулы, признаки и т. п.), 

необходимые для решения задач. Далее рассматриваются решения 
типовых примеров. Затем предлагаются вопросы для 

самопроверки и задания, снабженные ответами.  

Пятый раздел включает двенадцать заданий для 
самостоятельного решения, которые могут быть использованы в 

качестве типовых расчетных заданий.  
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При подготовке заданий практикума были использованы 

пособия, указанные в списке литературы. Часть заданий 
составлена авторами специально для пособия. 

В состав учебного пособия входят приложения, содержащие 

примеры решения некоторых задач линейной алгебры с помощью 
программы «MathСАD» и приложения «Excel».  

Материал практикума предоставляет возможность 

студентам самостоятельно освоить основные положения курса 
линейной алгебры и аналитической геометрии, приобрести и 

закрепить практические навыки решения задач. Изучать материал 

каждого пункта рекомендуется в следующем порядке: 
● ознакомиться с краткими теоретическими сведениями; 

● разобрать решения типовых примеров, что позволит не 

только сформировать навыки решения задач, но и лучше усвоить 
теоретический материал; 

● ответить на вопросы для самопроверки; 

● выполнить задания, снабженные ответами. 
При выполнении заданий для самостоятельной работы из 

пятого раздела следует обратить внимание на указания, которые 

помогут выбрать метод, оформить и проверить решение.  
По мнению авторов целесообразно использовать учебное 

пособие постоянно, как на аудиторных занятиях, так и для 

самостоятельной работы. 
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1 ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

1.1 Определители 

Определителем второго порядка называется число, 

которое вычисляется по формуле 

.21122211
2221

1211
aaaa

aa

aa
                       (1.1) 

Определитель второго порядка равен разности 
произведения элементов, стоящих на главной диагонали, и 

произведения элементов, стоящих на побочной диагонали. 

Определителем третьего порядка называется число, 
которое вычисляется по формуле  

.322311332112312213

322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa




      (1.2) 

Определитель третьего порядка равен алгебраической 

сумме, состоящей из шести слагаемых, в каждое из которых 
входит по одному элементу из каждой строки и каждого столбца; 

знак слагаемого определяется по правилу «треугольников» (по 

правилу Сарруса): 
● со знаком «+» берутся слагаемые, которые являются 

произведениями элементов, находящихся на главной диагонали и в 

вершинах треугольников с основаниями, параллельными главной 
диагонали; 

● со знаком «–» – слагаемые, которые являются 

произведениями элементов, стоящих на побочной диагонали и в 
вершинах треугольников с основаниями, параллельными 

побочной диагонали.  

Знаки, с которыми слагаемые входят в формулу (1.2), легко 
запомнить, пользуясь схемой (рисунок 1.1): 
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Рассмотрим определитель n-го порядка: 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

 , 

где 
ija  – элемент определителя, .,1, nji    

Минором 
ijM  элемента ija  определителя n-го порядка 

называется определитель )(n 1 -го порядка, полученный из 

исходного путем вычеркивания строки и столбца, на пересечении 

которых находится элемент. 

Алгебраическим дополнением 
ijA  элемента 

ija  называется 

произведение ji )1(  на минор этого элемента, т. е. 

ij

ji

ij MA  )1( .                                   (1.3) 

Для вычисления определителей выше третьего порядка 

применяется теорема Лапласа. 
Теорема Лапласа. Определитель равен сумме произведений 

элементов любой строки (столбца) на их алгебраические 

дополнения. 

Рассмотрим применение теоремы Лапласа: 

● разложение определителя  n-го порядка по i-ой строке имеет 

вид 

ininiiii AaAaAa  2211 ;      ni ,1 . 

● разложение определителя по j -му столбцу 

Рисунок 1.1 
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njnjjjjj AaAaAa  2211 ;   nj ,1 . 

Теорема Лапласа позволяет свести вычисление 

определителя n-го порядка к вычислению определителей (n–1)-го 

порядка. При этом выбирают для разложения такую строку 
(столбец), в которой наибольшее количество нулевых элементов. 

Определитель треугольного вида равен произведению 

элементов, стоящих на главной диагонали: 

nn

nn

n

n

a...aa

a...
............

a...a

a...aa

 2211
222

11211

00

0
. 

Основные свойства определителей 

1. При замене строк столбцами с сохранением порядка 

(транспонировании) определитель не меняется. 
2. При перестановке двух строк (столбцов) определитель 

меняет знак на противоположный. 

3. Общий множитель элементов любой строки (столбца) 
можно вынести за знак определителя. 

4. Если все элементы любой строки (столбца) равны нулю, 

то определитель равен нулю. 
5. Если соответствующие элементы любых двух  строк 

(столбцов) равны, то определитель равен нулю. 

6. Если элементы любых двух  строк (столбцов) 
пропорциональны, то определитель равен нулю. 

7. Определитель не изменится, если к элементам любой 

строки (столбца) прибавить соответствующие элементы другой 
строки (столбца), умноженные на любое число. 

Вычисление определителя можно упростить, если 
предварительно, используя свойства определителей, 

преобразовать заданный определитель так, чтобы все его 

элементы в выбранной строке или столбце, кроме одного, были 
равны нулю. В качестве такого опорного элемента выбирают 
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обычно 1 или –1, или элемент, являющийся делителем всех 

элементов выбранной строки или столбца. 

Пример 1.1. Вычислить определитель 

53
12

 . 

Решение.  
Вычислим определитель по формуле (1.1): 

73152
53
12

 . 

Пример 1.2. Вычислить определитель 

301

243

112







 . 

Решение.  

Определитель вычисляется по формуле (1.2). Запоминать 

эту формулу не следует, достаточно применить «правило 

треугольников». 









 )1)(4(1)1(03121)3)(4(2

301

243

112

 

.)( 3194224220331   

Пример 1.3. Вычислить определитель по теореме Лапласа: 

512

321

124







 . 

Решение. 

Разложим определитель по элементам первой строки: 

 131211 )1(24 AAA  
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








 

12

21
)1()1(

52

31
)1(2

51

32
)1(4 312111

 

.29))4(1()65(2))3(10(4   

Пример 1.4. Вычислить определитель 

1142

0201

0134

2311







 . 

Решение. 

Разложим определитель по элементам третьей строки: 

 34333231 020)1( AAAA  






 

142
034
211

)1(2
114
013
231

)1()1( 3313  

  133)1(012)1(42134031)1(1  

  1)1(410423224420)1(1312  

.482726)412323(2)9861(   

Пример 1.5. Вычислить определитель 

2435

4271

2342

1213







 . 

Решение. 

Выберем первый столбец, возьмем в качестве опорного 

элемента 131 a . 

Преобразуем определитель так, чтобы все остальные 

элементы первого столбца были равны нулю. Для этого элементы 
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третьей строки умножим на (– 3) и прибавим к соответствующим 

элементам первой строки, элементы третьей строки умножим на 2 
и прибавим к соответствующим элементам второй строки; затем 

элементы третьей строки умножим на (– 5) и прибавим к 

соответствующим элементам четвертой строки. Затем разложим 
определитель по элементам первого столбца. 

Получим: 




















)5(2)3(

2435

4271

2342

1213

 

221432

10118

13420

)1(1

2214320

4271

101180

134200

13
31











 A . 

Заметим, что общим множителем элементов третьей строки 

является число (–2), вынесем его за знак определителя. 
Получим 

11716

10118

13420

2



 . 

Вынесем общий множитель первого столбца (число 2) за 

знак определителя: 

1178

1019

13410

4



 . 

Полученный определитель третьего порядка вычислим по 

правилу треугольников: 

 )13(18)13(79810)4(11110(4  

 104829320110(4)11)4(9)10(107  

.196)49(4)396700   
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Заметим, что с распространением персональных 

компьютеров и современных программных средств (электронная 
таблица «Excel», «MathCAD» и др.) вычисление определителей 

перестало быть трудоемким. Примеры вычисления определителей 

приведены в приложениях А и Б.  

Вопросы 

1. Что называется определителем 2-го порядка?  

2. Что называется определителем 3-го порядка? 
3. Что называется минором элемента определителя? 

4. Что называется алгебраическим дополнением элемента 

определителя? 
5. Сформулируйте теорему Лапласа. 

6. Чему равен определитель треугольного вида? 

7. Каковы свойства определителей? 
8. Каким образом свойства определителей применяются к 

их вычислению? 

Задания 

1. Вычислить определитель: 

а) 
41
12


;                           б) 




sincos
cossin . 

Ответ. а) 9;  

б) 2сos . 

2. Вычислить определитель: 

а) 
051
214
312

 ;                     б) 






22

22

22

1

1

1

cossin

cossin

cossin

 

Ответ. а) −81; б) 0. 

3. Вычислить миноры 11M , 23M  и алгебраическое 

дополнение 12А для определителя: 
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611
752
034


 . 

Ответ. 2311 M , 723 M , 512 A . 

4. Вычислить определитель, разложив его по элементам 

первого столбца: 

340
215
211
 . 

Ответ. 30. 

5. Преобразовать и вычислить определитель: 

а) 
232
314
036


 ;                        б) 

1

1

1

22

22

22

zaaz

yaay

xaax







. 

Ответ. а) −48; б) ))()(( yzyxzxa  . 

6. Решить уравнение: 

а) 0
111
32
942

x
x

;            б) 0
410
11
232

x
x

. 

Ответ. а) 2; 3; б) 0; −2. 

7. Вычислить определитель: 

а) 

2044
6100
1332
0201





;     б) 

5021
0113
2101
4321




. 

Ответ. а) 34; б) −24. 
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1.2 Матрицы 

1.2.1 Матрицы и операции над ними 

Матрицей размерности nm  называется прямоугольная 

таблица чисел, содержащая m строк и n столбцов: 



















mnmm

n

n

a...aa
............

a...aa

a...aa

A

21

22221

11211

. 

Матрица называется квадратной n-го порядка, если число 
ее строк равно числу столбцов и равно n. 

Единичной матрицей называется квадратная матрица, у 

которой элементы, стоящие на главной диагонали, равны единице, 
а остальные элементы равны нулю: 



















100

010
001

...
............

...

...

E . 

Произведением матрицы А на действительное число   
называется матрица  B , каждый элемент которой равен 

произведению соответствующего элемента матрицы А на число  , 

т. е.  

ijij ab  ,  ( njmi ,1;,1  ). 

Суммой двух матриц А и В одинаковой размерности nm  

называется матрица С=A+B той же размерности, каждый элемент 

которой равен сумме соответствующих элементов матриц А и В, т. е. 

ijijij bac  ,  ( njmi ,1;,1  ). 

Произведением матрицы А размерности pm  и матрицы В 

размерности np  называется матрица С размерности nm , 

каждый элемент которой 
ijc  равен сумме произведений элементов i

-ой строки матрицы А на соответствующие элементы j -го столбца 

матрицы В, т. е. 
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),1;,1(,2211 njmibababac pjipjijiij   . 

Из определения произведения матриц следует, что 

умножение матриц А и В возможно, если число столбцов матрицы 

А равно числу строк матрицы В.  
Операции над матрицами обладают свойствами, 

аналогичными операциям над числами, при этом роль единицы 

выполняет единичная матрица Е, роль нуля – нулевая матрица 0 
(все элементы которой – нули). 

Однако, произведение матриц некоммутативно: 

ABBA  . 

Определитель произведения квадратных матриц равен 

произведению определителей матриц: 

BABA  . 

Пример 1.6. Найти матрицу ВАС 34  , если 












242
321

A , 










123
012

B . 

Решение. 

Размерность матрицы А составляет  32 , размерность 

матрицы В – 32 . Так как размерности матриц А и В совпадают, 

то существует их линейная комбинация – матрица ВАС 34  , 
размерность которой составит также 32 . Элементы матрицы С 

найдем, умножая элементы матрицы А на 4 и складывая с 

соответствующими элементами матрицы В, умноженными на (−3): 














132423443324

033413242314

)()()()()(

)()()(
С  













11221
1252 . 

Пример 1.7. Найти произведение матриц A∙B, если  











201
124

A , 



















14
53
12

B . 

Решение.  
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Размерность матрицы А составляет 32 , размерность 

матрицы В – 23 . Произведение матриц А и В существует, так как 
число столбцов первой матрицы равно числу строк второй 

матрицы. В результате умножения матриц А и В получится 

матрица С размерности 22 . Элементы матрицы С вычислим по 
определению произведения матриц: 

● элемент 11с  найдем как сумму произведений 

соответствующих элементов 1 строки матрицы А и 1 столбца 
матрицы В: 

10)4(13224

4

3

2

)124(11 


















с ; 

● элемент 21с  найдем как сумму произведений 

соответствующих элементов 2 строки матрицы А и 1 столбца 

матрицы В: 

10)4(23021

4

3

2

)201(21 


















с ; 

● элемент 12с  найдем как сумму произведений 

соответствующих элементов 1 строки матрицы А и 2 столбца 

матрицы В: 

5)1(152)1(4

1

5

1

)124(12 




















с ; 

● элемент 22с  найдем как сумму произведений 

соответствующих элементов 2 строки матрицы А и 2 столбца 

матрицы В: 

1)1(250)1()1(

1

5

1

)201(22 




















с . 

Таким образом,  
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










110
510

С . 

Нахождение произведения матриц А и В может быть 

оформлено иначе, не выписывая вычисления элементов матрицы 

С. Чтобы не ошибиться в записи сумм произведений элементов 
матриц, под матрицей А подписывают сначала первый столбец  

матрицы В, записывают первый столбец матрицы-произведения С, 

затем подписывают второй столбец матрицы В и записывают 
второй столбец матрицы С. 

151
432

14
53
12

201
124































 ABС
 


























110

510

)1(250)1)(1()4(2302)1(

)1(152)1(4)4(13224
. 

Отметим, что операции над матрицами можно выполнять, 
используя электронную таблицу «Excel» или «MathCAD» (см. 

приложения А и Б).  

1.2.2 Обратная матрица 

Матрица 
1A  называется обратной к квадратной матрице А, 

если их произведение равно единичной матрице E: 

EAAAA   11
. 

Матрица 
A  называется присоединенной к матрице А, если 

она получена из матрицы А путем замены ее элементов на их 

алгебраические дополнения с последующим транспонированием, т. 
е. 



















nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A







21

22212

12111

,                          (1.4) 
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где ijА  – алгебраические дополнения элементов ija , n,j,i 1 . 

Теорема (необходимое и достаточное условие 

существования обратной матрицы). Для того, чтобы 

квадратная матрица А имела обратную, необходимо и достаточно, 

чтобы она была невырожденная, т. е. 0A . 

Если обратная матрица существует, то она единственная. 

 

Обратную матрицу находят, используя формулу 

  A
A

A
11 .                                        (1.5) 

Пример 1.8. Найти обратную матрицу к матрице А и 
выполнить проверку. 


















112
131
204

A . 

Решение. 

Найдем определитель матрицы А: 

018
112
131
204



A . 

Следовательно, матрица А имеет обратную. Для нахождения 

обратной матрицы воспользуемся формулой (1.5) 

  A
A

A
11

, 

где *А  определяется по формуле (1.4) 
















332313

322212

312111

AAA

AAA

AAA

A . 

Найдем алгебраические дополнения элементов матрицы А: 

213
11
13

)1( 11
11  A , 
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1))2(1(
12
11

)1( 21
12 




 A , 

5)6(1
12
31

)1( 31
13 




 A , 

2)20(
11
20

)1( 12
21  A , 

8)4(4
12
24

)1( 22
22 


 A , 

4)04(
12
04

)1( 32
23 


 A , 

660
13

20
1 13

31  )(A , 

6))2(4(
11
24

)1( 23
32 


 A ,  

12
31
04

)1( 33
33 


 A . 

Получим: 

























1245

681

622

A  – присоединенная матрица, 

























1245

681

622

18

11A  – обратная матрица. 

Выполним проверку: 













































112

131

204

1245

681

622

18

11AA  
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
























124101212024420

68262401284

6246601228

18

1
 

.

100

010

001

1800

0180

0018

18

1
E


































  

Таким образом, .EAA 1  Обратная матрица найдена верно. 

В приложениях А и Б приведены примеры вычисления 

обратной матрицы с помощью программы «MathCAD» и 

приложения «Excel». 

1.2.3 Ранг матрицы 

Минором k-го порядка матрицы А называется 

определитель, элементами которого являются элементы матрицы, 
стоящие на пересечении любых ее k строк и k столбцов.  

Рангом матрицы А называется наивысший порядок r 

отличных от нуля миноров матрицы. Обозначается .)( rAr    

Матрица называется ступенчатой, если все элементы 

матрицы, стоящие под главной диагональю, равны нулю, а 
элементы главной диагонали отличны от нуля, т. е. 



















rnrr

nr

nr

сс

ссс

сссс

C







00

0 2222

111211

,  

где ricii ,1,0  . 

Теорема. Ранг ступенчатой матрицы равен числу ее 

ненулевых строк: 

rCr )( . 

Элементарные преобразования матрицы 

1. Перестановка двух строк (столбцов). 
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2. Умножение элементов какой-либо строки (столбца) на 

число, отличное от нуля. 
3. Сложение элементов какой-либо строки (столбца) с 

соответствующими элементами другой строки (столбца), 

умноженными на некоторое число. 
4. Отбрасывание нулевой строки (столбца). 

Теорема. При элементарных преобразованиях и 

транспонировании матрицы (замене строк столбцами) ранг 
матрицы не меняется.  

Значит, ранг матрицы равен рангу ступенчатой матрицы, 

полученной из данной с помощью элементарных преобразований 
и транспонирования. Это свойство применяется при его 

нахождении ранга матрицы. 

Пример 1.9. Найти ранг матрицы 

.

1353

2345

1231

0124

























A  

Решение.  

Приведем матрицу А к ступенчатому виду. Поменяем 
местами 1 и 2 строки, чтобы первый диагональный элемент был 

равен 1: 

.

1353

2345

0124

1231

~

























A  

Получим нули в первом столбце под первым элементом. Для 

этого элементы 1-й строки умножим на (–4) и прибавим к 

соответствующим элементам 2-й строки, элементы 1-й строки 
умножим на (–5) и прибавим к элементам 3-й строки, элементы 1-

й строки умножим на (–3) и прибавим к элементам 4-й строки: 
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






























 )3()5()4(

1353
2345
0124
1231

~A ~ 

~



























49140

37190

49140

1231

. 

Получим нули во втором столбце под вторым элементом. 

Для этого элементы второй строки умножим на 









14

19
 и прибавим 

к элементам 3-й строки, элементы 2-й строки умножим на  1  и 

прибавим к элементам 4-й строки: 

А~






































)1(

14

19

49140
37190
49140
1231

 ~ 

























0000
14

34

14

73
00

49140

1231

. 

Отбрасываем нулевую строку и получаем ступенчатую 
матрицу: 

.

7

17

14

73
00

49140

1231

~























A  

Так как при преобразовании матрицы А к ступенчатому виду 

использовались только элементарные преобразования, то ранг 
матрицы А равен рангу ступенчатой матрицы, т. е. числу ее 

ненулевых строк: 

  .3Ar  

Пример нахождения ранга матрицы в «MathCAD» приведен 

в приложении А. 
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Вопросы 

1. Что такое матрица?  
2. Что представляет собой произведение матрицы на число? 

3. Что называется суммой матриц? 

4. Сформулируйте определение произведения двух матриц. 
5. Какая матрица называется обратной? 

6. Какая матрица называется присоединенной к данной? 

7. Какая матрица называется невырожденной? 
8. Сформулируйте необходимое и достаточное условие 

существования обратной матрицы. 

9. Что называется минором k-го порядка матрицы? 
10. Что называется рангом матрицы? 

11. Какие преобразования матрицы не ведут к изменению 

ранга? 
12. Какая матрица называется ступенчатой?  

13. Чему равен ранг ступенчатой матрицы? 

14. Как найти ранг матрицы? 

Задания 

1. Вычислить 3А+2В, если 













410
112

А , 










223
012

В . 

Ответ: 









876
352 . 

2. Вычислить произведение матриц: 

а)  














14
32

10
11 ;                     б) 













 

43
21

12
43 ; 

в) 





















 

1
2
3

152
475

;                 г) 























54
13
21

536
247

. 

Ответ: а) 







14
46 ;  б) 






 

85
109 ; в) 







15
33 ;  г) 








4017
2027 . 
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3. Убедиться, что произведение матриц А и В 

некоммутативное: 
















251
834
125

А ,      














321
242
123

В . 

Ответ: 

















32615
223626
42020

АВ , 















232316
30624
211724

ВА . 

4. Вычислить произведение матриц: 


































5
4
2
3

2131
3514
3201

. 

Ответ: 














3
45
26

. 

5. Доказать, что матрица 1А  является обратной для 

матрицы А: 





















403
24118
504

1А , 














403
610
504

А . 

6. Найти обратную матрицу 1А  для матрицы А: 

а) 















1041
631
321

А ;                        б) 















351
493
372

А . 

Ответ: а) 




















121
374
386

1А ; б) 































112
3

1
1

3

5
3

1
2

3

7

1А . 

7. Вычислить ранг матрицы: 
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а) 

















3651110
15235
15327

А ;           б) 



















755
9153
452

А ; 

в) 


















3712
5823
7534
6442

А ;                  г) 



















117123
1652
3521

А . 

Ответ: а) r(A) = 3; б) r(A) = 2; в) r(A) = 3; г) r(A) = 3. 
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1.3 Системы линейных уравнений 

1.3.1 Матричный метод решения  

систем линейных уравнений. 

Формулы Крамера 

Рассмотрим систему n линейных уравнений с n 

неизвестными: 



















....

...........

,...

,...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

                       (1.6) 

Матрицей системы называется матрица, элементами 

которой являются коэффициенты при неизвестных: 

.

a...aa

........

a...aa

a...aa

A

nnnn

n

n



















21

22221

11211

 

Определитель матрицы системы A  называется 

определителем системы.  

Матрица-столбец неизвестных   


















nx

x

x

X
...

2

1

. 

Матрица-столбец свободных членов  .
...

2

1



















nb

b

b

B  

Систему линейных уравнений (1.6) можно записать в 

матричной форме следующим образом: 

BXA  .                                         (1.7) 
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Теорема. Если определитель системы n линейных 

уравнений с n неизвестными отличен от нуля, т. е. 0 А , то 

система имеет единственное решение, которое определяется: 
1) матричным методом по формуле 

BAX  1 ;                                          (1.8) 

2) по формулам Крамера: 

njx
j

j ,1, 



 ,                                 (1.9) 

где   – определитель системы, j  – определитель, полученный из 

определителя   путем замены j-го столбца столбцом свободных 

членов. 

Пример 1.10. Решить систему уравнений матричным 
методом: 














.xxx

,xxx

,xx

72

23

824

321

321

31

 

Решение.  
Найдем определитель системы: 

.A 018
112
131
204



  

Следовательно, матрица А имеет обратную. Воспользуемся 

результатом примера 1.8: 

.A




















1245
681
622

18

11  

Используя (1.3.3), получим 





































 

7
2
8

1245
681
622

18

11 BAX  
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     

     

      





























































2

1

3

36

18

54

18

1

7122485

762881

762282

18

1
. 

Следовательно, .2,1,3 321  xxx  

Пример 1.11. Решить систему уравнений по формулам 

Крамера: 














.72

,23

,824

321

321

31

xxx

xxx

xx

 

Решение. 

Определитель системы  

018
112
131
204



 . 

Следовательно, система имеет единственное решение.  

Найдем вспомогательные определители (опустим 
промежуточные вычисления): 

,54
117
132
208

1 

   ,18

172
121
284

2 

  

.36
712
231
804

3 

  

По формулам Крамера (1.9) получаем 

,3
18

541
1 




x   ,1

18

182
2 




x   .2

18

363
3 







x  

Матричный метод и вычисления по формулам Крамера 

являются достаточно трудоемкими методами решения систем 
линейных уравнений. Электронная таблица «Excel» и «MathCAD» 

позволяют упростить применение этих методов, избавляя 

пользователя от вычислительной работы (см. приложения А и Б).  
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1.3.2 Метод Гаусса решения  

систем линейных уравнений 

Рассмотрим систему m линейных уравнений с n 

неизвестными: 



















.bxa...xaxa

.............

,bxa...xaxa

,bxa...xaxa

mnmnmm

nn

nn

2211

22222121

11212111

                  (1.10) 

Матрица системы .

...

...

...

21

22221

11211




















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A  

Матрица A , полученная из матрицы А добавлением столбца 

свободных членов, называется расширенной матрицей системы 
линейных уравнений: 

.

...
...............

...

...

21

222221

111211



















mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

A  

Система уравнений называется совместной, если она имеет 

хотя бы одно решение, и несовместной, если она не имеет ни 
одного решения. 

Совместная система называется определенной, если она 

имеет единственное решение, и неопределенной, если имеет более 
одного решения. 

В случае неопределенности системы каждое ее решение 

называется частным решением системы. Совокупность всех 
частных решений называется общим решением. 

Две системы называются эквивалентными 

(равносильными), если их решения совпадают. Эквивалентные 
системы получаются при элементарных преобразованиях системы 
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(аналогичны элементарным преобразованиям строк расширенной 

матрицы системы). 
Исчерпывающий ответ на вопрос о совместности системы 

линейных уравнений дает теорема Кронекера-Капелли. 

Теорема Кронекера-Капелли. Система линейных уравнений 

совместна тогда и только тогда, когда ранг матрицы системы  Ar  

равен рангу расширенной матрицы системы  Ar . 

Следующие теоремы позволяют определить число решений 

совместной системы линейных уравнений. 

Теорема (условие определенности СЛУ). Если ранг матрицы 

 Ar  совместной системы линейных уравнений равен числу 

неизвестных n, то система определенная. 

Теорема (условие неопределенности СЛУ). Если ранг 

матрицы совместной системы  Ar  меньше числа неизвестных n, то 

система неопределенная. 

Исследование системы линейных уравнений можно 
представить в виде схемы (рисунок 1.2). 

 
В случае неопределенности системы  nr   среди 

неизвестных можно выделить основные и неосновные. 
Основными (базисными) неизвестными называются r 

неизвестных, если определитель из коэффициентов при них (т. е. 

Система m линейных уравнений с n неизвестными (СЛУ) 

 

СЛУ несовместная 

 

СЛУ совместная 
 

 

СЛУ неопределенная 
 

СЛУ определенная 

Рисунок 1.2 
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базисный минор) отличен от нуля. Остальные  rn   неизвестных 

называются неосновными (свободными). 

Метод Гаусса решения систем линейных уравнений 

состоит из двух этапов. 

Первый этап (прямой ход). Составить расширенную 

матрицу системы A . Привести ее к ступенчатому виду, используя 
элементарные преобразования строк матрицы системы.  

На данном этапе целесообразно определить ранги матрицы 

системы и расширенной матрицы, а затем сделать вывод о 
совместности или несовместности системы по теореме Кронекера-

Капелли. Если система совместна, то определить число решений 

на основании условий определенности и неопределенности. 
Второй этап (обратный ход). Перейти от ступенчатой 

матрицы к системе уравнений и решить ее.  

В случае неопределенной системы требуется найти общее 
решение. Сначала необходимо определить, какие переменные 

являются базисными, а какие – свободными, затем выразить 

базисные переменные через свободные. 

Пример 1.12. Решить систему уравнений методом Гаусса. 





















.xxxx

,xxxx

,xxxx

,xxxx

53

22

5224

332

4321

4321

4321

4321

 

Решение. 

Приведем расширенную матрицу системы к ступенчатому 
виду: 

~

5

2

5

3

1131

1211

2124

1312

































A  

Поменяем местами 1 и 4 строки. 
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~

)2()4(

3

2

5

5

1312

1211

2124

1131

~









































 

~

13

7

25

5

3150

0340

25140

1131

~

































 

Поменяем местами 2 и 4 строки. 

~

25

7

13

5

25140

0340

3150

1131

~

































 

Поменяем местами 2 и 3 столбцы. 

~
5)3(

25

7

13

5

21450

0430

3510

1311

~







































 

~

19

39

90

46

13

5

173900

91900

3510

1311

~




































 

~

28

19

19

84
46

13

5

19

28
000

91900

3510

1311

~











































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





























3

46

13

5

1000

91900

3510

1311

~ . 

     4ArAr система совместная. 

 4rn  система определенная. 

Вернемся от ступенчатой матрицы к системе уравнений и 

найдем неизвестные, начиная с последнего уравнения: 













































;3

,462719

,1395

,533

;3

,46919

,1335

,53

4

2

23

231

4

42

423

4231

x

x

xx

xxx

x

xx

xxx

xxxx

 





















;3

,1

,1395

,533

4

2

3

31

x

x

x

xx













































.3

,1

,1

,2

;3

,1

,1

,561

4

3

2

1

4

2

3

1

x

x

x

x

x

x

x

x

 

Получено решение системы: )3;1;1;2(  . 

Пример 1.13. Решить систему уравнений методом Гаусса. 















.xxxx

,xxxx

,xxxx

123

6322

52

4321

4321

4321

 

Решение. 

Составим расширенную матрицу системы и сведем ее к 
ступенчатому виду: 

~

1

6

5

2113

3221

1112



























A  

Поменяем местами 1 и 2 строки. 
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~

)3()2(

1

5

6

2113

1112

3221

































 

~

0

17

6

0000

7550

3221

~)1(

17

17

6

7550

7550

3221

~














 






















 







 










 





17

6

7550

3221
~  

     2ArAr  система уравнений совместная,  

 nrrn ,2,4  система уравнений неопределенная. 

Перейдем к системе уравнений: 









.17755

,6322

432

4321

xxx

xxxx
 

Число основных (базисных) неизвестных равно рангу 

системы )r( 2 . Примем за основные 1x и 2x , так как 

определитель, составленный из коэффициентов при этих 

неизвестных, отличен от нуля:  

0
50

21



. 

Остальные 224  rn  неизвестные являются 

неосновными (свободными). Выразим из последнего уравнения 2x  

через 3x  и 4x  и подставим в первое уравнение: 




















.
5

7517

,632
5

7517
2

43
2

43
43

1

xx
x

xx
xx

x
 

Из первого уравнения выразим 1x : 
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















;
5

7

5

17

,
5

7517
2326

432

43
431

xxx

xx
xxx

 
















.
5

7

5

17

,
55

4

432

4
1

xxx

x
x

 

Задавая свободным неизвестным произвольные значения 

13 cx  , 24 cx   найдем бесконечное множество решений 

системы: 

,
55

4 2

1

c
x   

,
5

7

5

17
212 ccx   

,13 cx   

.24 cx   

Таким образом, получено общее решение системы: 









 2121

2 ;;
5

7

5

17
;

55

4
cccc

c
, Rсс 21, . 

1.3.3 Системы линейных однородных уравнений 

Система m линейных уравнений с n неизвестными 

называется системой линейных однородных уравнений (СЛОУ), 

если все свободные члены равны нулю: 



















.xa...xaxa

.............

,xa...xaxa

,xa...xaxa

nmnmm

nn

nn

0

0

0

2211

2222121

1212111

                         (1.11) 
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Матричная форма записи СЛОУ  

0 XA . 
Система линейных однородных уравнений всегда совместна, 

так как она имеет, по крайней мере, нулевое (тривиальное) 

решение 

01 x , 02 x , …, 0nx . 

Следующая теорема дает ответ на вопрос, при каких 

условиях СЛОУ имеет ненулевые решения. 

Теорема. Система линейных однородных уравнений имеет 

ненулевые решения тогда и только тогда, когда ранг матрицы 

системы меньше числа переменных, т. е. n)A(r  . 

Если число уравнений СЛОУ равно числу неизвестных )nm(  , 

то она принимает вид 



















.xa...xaxa

..........

,xa...xaxa

,xa...xaxa

nnnnn

nn

nn

0

0

0

2211

2222121

1212111

                          (1.12) 

Условие существования ненулевых решений системы n 

линейных однородных уравнений c n неизвестными 

сформулировано в следующей теореме. 

Теорема. Система n линейных однородных уравнений c n 

неизвестными имеет ненулевые решения тогда и только тогда, 

когда определитель системы равен нулю, т. е. 0A . 

Пример 1.14. Решить систему уравнений 















.xxx

,xxx

,xxx

0223

0

032

321

321

321

 

Решение.  

Число уравнений системы равно числу переменных. 
Определим число решений, для этого вычислим определитель 

системы: 
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0

223

111

132







A . 

Так как определитель системы равен нулю, то система имеет 

ненулевые решения. Найдем решения системы методом Гаусса. 

.
150

111
~)1(

150

150

111

~

~

)3()2(

223

132

111

~

223

111

132

















































































A

 









;xx

,xxx

05

0

32

321
   












;xx

,xxx

32

321

5

1  













;xx

,xx

32

31

5

1
5

4

 

Полагая свободную переменную cx 3 , получим общее 

решение системы 







 ccc ;

5

1
;

5

4
, где Rc . 

Пример 1.15. Решить систему уравнений 















.xxx

,xxx

,xxx

0943

01153

042

321

321

321

 

 

Решение. 
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Число уравнений системы равно числу неизвестных.  

Вычислим определитель системы: 

1
943
1153
421






A . 

Так как 01A , то система линейных однородных 

уравнений имеет единственное нулевое решение: 01 x , 02 x , 

03 x . 

Вопросы 

1. Какой вид имеет система m линейных уравнений с n 
неизвестными?  

2. Какой вид имеет система n линейных уравнений с n 

неизвестными?  
3. Какая СЛУ называется совместной, несовместной, 

определенной, неопределенной? 

4. Что называется матрицей СЛУ, матрицей неизвестных, 
матрицей свободных членов? 

5. Какова матричная форма  СЛУ? 

6. Каково  решение системы n  линейных уравнений с n 
неизвестными в матричной форме? 

7. Какая матрица называется расширенной матрицей СЛУ? 
8. В чем суть метода Гаусса решения СЛУ? 

9. Сформулируйте теорему Кронекера-Капелли. 

10. Каково условие определенности совместной СЛУ? 
11. Каково условие неопределенности совместной СЛУ? 

12. Какие переменные называются базисными, 

свободными? 
13. Какой вид имеет система однородных линейных 

уравнений? 

14. Сформулируйте условие существования ненулевых 
решений СЛОУ. 

15. Каково условие существования ненулевых решений 

системы n линейных однородных уравнений c n неизвестными? 
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Задания 

1. Решить систему уравнений по формулам Крамера и 
матричным методом: 

а) 














;33453

,1884

,2136

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

б) 














.6

,8233

,52

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Ответ: а) (3; 0; 6); б) (3; 1; 2). 

2. Решить систему уравнений по формулам Крамера и 
матричным методом: 









.543

,932

21

21

xx

xx
 

Ответ: (3; 1). 

3. Решить систему уравнений методом Гаусса: 

а) 














;8235

,243

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

б) 














;33453

,2136

,1884

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

в) 














.0323

,2235

,124

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Ответ: а) (0; 2; 1); б) (3; 0; 6); в) ( 1 ; 3; 1). 
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4. Исследовать систему уравнений с помощью теоремы 

Кронекера-Капелли: 















.2

,152

,142

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Ответ: система уравнений неопределенная. 

5. Исследовать систему уравнений с помощью теоремы 

Кронекера-Капелли, если система задана в виде расширенной 
матрицы: 


























3

2

5

2

1

2

24

12

13

. 

Ответ: система уравнений несовместная. 

6. Исследовать систему уравнений с помощью теоремы 
Кронекера-Капелли и найти ее решение: 





















.14324

,13243

,12432

,11432

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Ответ: (2; 1; 1; 1). 

7. Исследовать систему уравнений и найти ее общее 
решение: 

а) 














;2

,152

,142

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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б) 














.34

,432

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Ответ: а) ( с21 ; с1 ; с ); Rс ; 

б) ( с
3

7

3

7
 ; с

3

5

3

2
 ; с ), Rс . 

8. Исследовать систему уравнений и найти ее общее 
решение: 

а) 














.2243

,12352

,423

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

б) 








.132

,22

421

321

xxx

xxx
 

в) 














.2749

,42253

,6372

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

г) 














.81433

,54326

,46539

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Ответ: а) ( c2 , c21 ; c2 ; c ), Rс ;  

б) ( 21 234 cc  ; 2123 cc  ; 1c ; 2c ), Rc 1 , Rc 2 ;  

в) ( с
11

1

11

2
 ; с

11

5

11

10
 ; с ; 0), Rс ; 

г) (с ; с313 ; –7; 0), Rс . 

9. Исследовать систему уравнений и найти ее общее 
решение: 
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а) 





















.79365

,1622

,1323

,442

54321

5432

54321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx

 

б) 














.572223

,9154445

,332

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

Ответ: 

а) ( 21 1132 cc  ; 21 1865 cc  ; 1c ; 21 623 cc  ; 2с ), Rc 1 , 

Rc 2 ; 

б) ( 1с ; 2с ; 32156 ссс  ; 3с ; 11 с ), Rc 1 , Rc 2 , Rc 3 . 

10. Определить число решений системы уравнений и найти 
ее решение: 















.046

,042

,042

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

Ответ: (0; c4 ; c ), Rc . 

11. Найти решение системы уравнений: 















.0111353

,071143

,03

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Ответ: ( 21 3cc  ; 21 42 cc  ; 1c ; 2c ), Rc 1 , Rc 2 . 



 42 

1.4 Собственные векторы  

и собственные значения матрицы 

Для любой квадратной матрицы существует набор особых 

векторов, таких, что произведение матрицы на вектор из такого 

набора равносильно умножению этого вектора на определенное 
число. 

Число   называется собственным значением (числом) 

матрицы А порядка n, если существует такой ненулевой вектор x


, 
что выполняется равенство 

xxA


 .                                           (1.13) 

Вектор  x


 называется собственным вектором матрицы А. 
Матричное уравнение (1.13)  можно записать в виде 

0


 x)EA( .                                   (1.14) 

Уравнение (1.14) эквивалентно системе  однородных 

уравнений 















,0)(...
...

,0...)(

,0...)(

2211

2222121

1212111

nnnnn

n

nn

xaxaxa

axaxa

xaxaxa

                       (1.15) 

где ija  – элементы матрицы А, n,j,i 1 ;  )...;;;( 21 nxxxx 


 – 

собственный вектор матрицы А. 

Поскольку собственный вектор x


 не является нулевым и его 

координаты являются решением системы (1.15), то эта система 
линейных однородных уравнений имеет ненулевое решение. Для 

этого необходимо и достаточно, чтобы ее определитель был равен 

нулю: 

0

...
............

...

...

11

22221

11211






nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

 

или 

0 EA  .                                             (1.16) 



 43 

Уравнение (1.16) называется характеристическим 

уравнением матрицы А. 
Корнями уравнения (1.16) являются собственные числа 

матрицы А. Для каждого из них можно найти соответствующий 

собственный вектор как решение однородной системы (1.15). 

Пример 1.16. Найти собственные числа и собственные 

векторы матрицы 











41

23
А . 

Решение.  
Характеристическое уравнение (1.16) для этой матрицы 

имеет вид 

0
41

23





. 

Найдем определитель в левой части равенства. Получим 

уравнение 

01072  . 

Корни уравнения 21  , 52   – собственные числа 

матрицы.  

Для нахождения собственных векторов подставим 

найденные собственные значения в систему однородных 
уравнений (1.15), соответствующую заданной матрице А.  

Собственный вектор, соответствующий собственному 

значению 21  , является решением системы 









.xx

,xx

02

02

21

21
 

По сути это одно уравнение 21 2xx  . Полагая свободную 

переменную bx 2 , получаем первый собственный вектор 

)1;2();2(1  bbbx


. 

Подстановка второго собственного значения 52   в (1.15) 

приводит к системе уравнений 
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







.xx

,xx

0

022

21

21
 

Полагая свободную переменную cx 2 , получим второй 

собственный вектор матрицы А  

)1;1();(2 cccx 


. 

Поскольку b и c – произвольные числа, то одному 
собственному значению может соответствовать бесконечное 

множество коллинеарных собственных векторов разной длины. 

Например, при 1b , 1c  собственные векторы имеют вид 

)1;2(1 x , )1;1(2 x . 

Вопросы 

1. Какой вектор называется собственным вектором матрицы? 
2. Какое число называется собственным значением (числом) 

матрицы? 

3. Какое уравнение называется характеристическим 
уравнением матрицы? 

4. Как определить собственные числа матрицы? 

5. Как найти собственные векторы матрицы? 

Задания 

1. Найдите собственные значения и собственные векторы 

матрицы: 

а) 










31
42

A ;  

б) 







86
617

A ; 

в) 







98
45

A . 

Ответ: а) 11  , 22  ; )1;4(1  bx


, )1;1(2  cx


; 

б) 51  , 202  ; )2;1(1  bx


, )1;2(2 сx 


; 
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в) 11  , 132  ; )1;1(1  bx


, )2;1(2 сx 


; 

0b , 0с . 

2. Найдите собственные значения  и собственные векторы 

матрицы: 













 


031
301
221

A . 

Ответ: 11  , 32  , 32  ; )1;1;2(1  bx


, )1;1;0(2 cx 


, 

)5;7;6(3  dx


, 0b , 0с , 0d . 
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2 АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ 

2.1 Прямоугольная система координат на плоскости. 

Основные задачи аналитической геометрии 

Под системой координат на плоскости понимают способ, 

позволяющий численно описать положение точки на плоскости. 
Одной из таких систем является прямоугольная (декартова) система 

координат.  

Прямоугольная декартова система координат на 
плоскости (ПДСК) задается двумя взаимно перпендикулярными 

осями Оx и Oy, на каждой из которых выбрано положительное 

направление и задан единичный отрезок. Единицу масштаба 
обычно берут одинаковой для обеих осей. Оси Оx и Oy называют 

осями координат, точку их пересечения О – началом координат. 

Ось Ox называют осью абсцисс, а ось Oy – осью ординат. Обычно 
ось абсцисс располагают горизонтально и направленной вправо, а 

ось ординат – вертикально и направленной вверх. Оси координат 

делят плоскость на четыре области – четверти (или квадранты). 
Систему координат обозначают Oxy, а плоскость, в которой 

расположена система координат, называют координатной 

плоскостью (рисунок 2.1). 

 
Координатами точки М в системе координат Oxy 

называются числа x и y, являющиеся координатами проекций 

точки на оси координат: М(x; y). Число x называется абсциссой 
точки М, число y – ординатой точки М.  

О x 

y 

1 

1 

Рисунок 2.1 

М 

x 

y 
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В прямоугольной системе координат каждой точке M 

плоскости соответствует единственная упорядоченная пара чисел 

);( yх , и обратно, каждой упорядоченной паре чисел );( yх  

соответствует, и притом одна, точка М на плоскости. 
К основным задачам аналитической геометрии на плоскости 

относятся нахождение расстояния между двумя точками, 

определение координат точки, делящей отрезок в данном 
отношении, и вычисление площади треугольника. 

Расстояние d  между точками );( 111 yxM  и );( 222 yxM  

определяется по формуле 

 212
2

12 )( yyxxd  .                            (2.1) 

Точка М делит отрезок M1M2 в отношении   (рисунок 

2.2), если 


2

1

MM

MM
. 

Если );( 111 yxM  и );( 222 yxM , то координаты точки М, 

делящей отрезок M1M2 в отношении  , определяются по 

формулам: 










1

21 xx
x , 










1

21 yy
y .                            (2.2) 

 

О x 

y 

Рисунок 2.2 

М 

x 

y 

x2 x1 

y2 

y1 

М2 

М1 
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В частности, координаты середины отрезка определяются 

из (2.2) при 1 :  

2

21 xx
x


 , 

2

21 yy
y


 .                                

(2.3) 

Пример 2.1. Найти длину отрезка АВ, если )3;2(А , )7;1(В . 

Решение.  

Длину отрезка АВ найдем как расстояние между точками А 
и В по формуле (2.1): 

525169)37()21( 22 АВ . 

Пример 2.2. Отрезок АВ разделен точками 1M  и 2M  на три 

равные части. Найти координаты точек 1M  и 2M , если )1;2(А , 

)7;3(В . 

Решение.  

Разделим отрезок АВ на три равные части точками 1M  и 2M  

(рисунок 2.3). 

 

Точка 1M  делит отрезок АВ в отношении 
2

1

1

1

1 
BM

AM
 . 

Используя (2.2), найдем координаты точки 1M : 

3

1

2

3

3
2

1
2

1 1

1

1












 BA
M

xx
x  

3

2

3

7
2

1
1

1 1

1

1












 BA
M

yy
y . 

  В А 

Рисунок 2.3 
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)3;
3

1
(1 M . 

Точка 2M  делит отрезок АВ (рисунок 2.3) в отношении 

2
1

2

2

2

2 
BM

AM
 .  

Используя формулы (2.2), найдем координаты точки 2M : 

3

1
1

21

322

1 2

2

2














 BA

M

xx
x  

5
21

721

1 2

2

2














 BA

M

yy
y . 

)5;
3

1
1(2M . 

Пример 2.3. Определить длину медианы ВМ в треугольнике 

АВС, если )4;1(А , )5;2(В , )2;3(С . 

Решение.  
Так как медиана ВМ делит противолежащую к вершине В 

сторону АС пополам, то точка М – середина стороны АС. 

Вычислим её координаты по формулам (2.3): 

1
2

)3(1



x ,    3

2

24



y . 

Таким образом, )3;1(M . 

Длину медианы ВМ найдем как расстояние между двумя 

точками В и М по формуле (2.1): 

5)2()1()53())2(1( 2222 BM . 

Вопросы 

1. Как задается прямоугольная система координат на 

плоскости? 
2. Что называется координатами точки в прямоугольной 

системе координат? 
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3. Как найти расстояние между двумя точками на 

плоскости? 
4. Каковы координаты точки, делящей отрезок в данном 

отношении  ?  

5. Как найти координаты середины отрезка? 

Задания 

1. Определить расстояние между точками )21;11(М  и 

)20;9(N . 

Ответ: 401. 

2. Определить длину отрезка АВ, если )8;3(A  и )14;5(B . 

Ответ: 10. 

3. Длина отрезка АВ равна 13, )3;7(В . Найти ординату точки 

А, если её абсцисса равна −5. 

Ответ: 8 или −2. 

4. Показать, что треугольник с вершинами )3;4(A , )6;7(B , 

)11;2(С  − прямоугольный. 

5. Даны вершины треугольника )1;1( A , )6;0( B , 

)2;10( С . Найти длину медианы, проведенной из вершины А. 

Ответ: 5. 

6. Даны концы отрезка АВ: )7;3(A , )11;5(B . Этот отрезок 

тремя точками разделен на четыре равные части. Определить 

координаты точек деления. 

Ответ: )8;1( , )9;1( , )10;3(С . 

7. Даны вершины однородной треугольной пластинки 

)2;4(A , )2;7( B , )6;1(С . Найти координаты центра тяжести 

треугольника.  

Указание. Центр тяжести треугольника находится в точке 

пересечения его медиан. Точка пересечения медиан треугольника 

делит каждую медиану в отношении 2:1, считая от вершины. 
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Ответ: )2;4( . 

8. Найти координаты точки, симметричной точке )0;2(A  

относительно точки )1;5( B . 

Ответ: )2;12(  . 

9. Точки )0;0(L , )0;3(M , )4;0(N  являются серединами 

сторон треугольника АВС. Найти координаты вершин 

треугольника. 

Ответ: )4;3( , )4;3(  , )4;3( . 

10. В треугольнике с вершинами )2;0(A , )5;3(B , )1;3( C  

определить длину биссектрисы, проведенной из вершины В. 

Указание. Биссектриса внутреннего угла треугольника 
делит противолежащую сторону в отношении, равном отношению 

длин прилежащих сторон. 

Ответ: 24 . 

2.2 Уравнение линии на плоскости 

Линия на плоскости задается как множество точек, 
обладающих некоторым, только им присущим, геометрическим 

свойством. Введение системы координат позволяет определить 

положение линии на плоскости с помощью уравнения. 
Уравнением линии на плоскости в прямоугольной системе 

координат Oxy называется уравнение с двумя переменными x и y 

вида 

0);( yxF ,                                            (2.5) 

которому удовлетворяют координаты каждой точки линии и не 

удовлетворяют координаты любой точки, не лежащей на линии. 

Переменные x и y  называются текущими координатами 
точек линии.  

Чтобы составить уравнение линии как множества точек, 

обладающих одинаковым свойством, необходимо: 

1) взять произвольную (текущую) точку );( yxМ  линии; 
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2) записать равенством общее свойство всех точек линии; 

3) входящие в полученное равенство длины отрезков 

выразить через текущие координаты точки );( yxМ  и данные 

задачи. 
Параметрическими уравнениями линии на плоскости в 

прямоугольной системе координат Oxy  называется система 

уравнений 








),(
),(
tyy
txx

                                                (2.6) 

где );( yх  – координаты произвольной точки, лежащей на данной 

линии, t – переменная, называемая параметром.  
Параметр t определяет положение точки на плоскости. Если 

параметр t изменять, то точка на плоскости перемещается, 
описывая данную линию.  

Чтобы перейти от параметрических уравнений линии (2.6) к 

уравнению (2.5), надо каким-либо способом исключить параметр 
t. Однако такой переход не всегда возможен и целесообразен. 

Уравнение линии позволяет изучение геометрических 

свойств линии заменить исследованием его уравнения.  
Так, для того, чтобы установить, лежит ли точка на данной 

линии, достаточно проверить, удовлетворяют ли координаты 

точки уравнению этой линии. 
Чтобы найти координаты точки пересечения двух линий, 

заданных уравнениями 0);(1 yxF  и 0);(2 yxF , надо решить 

систему уравнений линий 









.0);(

,0);(

2

1

yxF

yxF
 

Если система не имеет решений, то линии не пересекаются. 

Пример 2.4. Составить уравнение линии, сумма квадратов 

расстояний от каждой точки которой до точек )3;1(А  и )3;1( В  

равна 92.  
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Решение.  

Пусть М );( yх  – текущая точка искомой линии (рисунок 

2.4). 

 
По условию задачи   

9222  ВМАМ . 

Учитывая, что 

22 )3()1(  yxАМ , 
22 )3()1(  yxBM , 

перейдем к координатной форме записи равенства: 

92)3()1()3()1( 2222  yxyx , 

9296129612 2222  yyxxyyxx , 

922022 22  yx , 

7222 22  yx , 

3622  yx . 

Получили уравнение окружности  радиуса R = 6 с центром в 

начале координат О )0;0(  (рисунок 2.5). 

М(x; y) 

A 

B 

x 

y 

0 

Рисунок 2.4 
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Пример 2.5. Построить линию, заданную 

параметрическими уравнениями: 









.ty

,tx
2

1
  

Решение. 

Придавая параметру t произвольные значения, вычисляем 
соответствующие значения переменных x и y (таблица 2.1). 

Таблица 2.1 – Значения параметрической функции 

t −3 −2 −1 0 1 2 3 

x 4 3 2 1 0 −1 −2 

y 9 4 1 0 1 4 9 

Построим линию по точкам с координатами );( yх  из 

расчетной таблицы 2.1 (рисунок 2.6). 

 

x 

y 

0 6 

6 

Рисунок 2.5 
 

x 
1 

1 

Рисунок 2.6 

9 

4 −2 

y 
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Из уравнений линии можно исключить параметр t. Для этого 

из первого уравнения выразим t: 
xt 1 , 

и подставим во второе уравнение: 
2)1( xy  . 

Получили уравнение параболы с вершиной в точке )0;1( , 

осью симметрии параллельной Oy и ветвями, направленными 

вверх (рисунок 2.6). 

Пример 2.6. Построить линию, заданную 

параметрическими уравнениями:  









.tsiny

,tcosx
3

3

2

2
 

Решение. 

Придавая параметру t произвольные значения, вычисляем 

соответствующие значения переменных x и y (таблица 2.2). 

Таблица 2.2 – Значения параметрической функции  

t 0 
4


 

2


 

4

3
   

4

5
 

2

3
 

4

7
 

2

  

x 2 0,71 0 −0,71 −2 −0,71 0 0,71 2 

y 0 0,71 2 0,71 0 −0,71 −2 −0,71 0 

Построим линию (рисунок 2.7). Полученная линия 
называется астроидой. 
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Исключим из уравнений линии параметр t. Возведем 

уравнения системы в степень с показателем 
3

2
 и сложим их:  

 












,)sin2(

,cos2

3

2

33

2

3

2
33

2

ty

tx
          













,tsiny

,tcosx

23

2

3

2

23

2

3

2

2

2
 

)tcost(sinyx 223

2

3

2

3

2

2  . 

Так как 122  tcostsin , то 

3

2

3

2

3

2

2 yx . 

Получили уравнение астроиды в виде 0);( yxF . 

Вопросы 

1. Что называют уравнением линии на плоскости? 
2. Как составить уравнение линии? 

3. Каковы параметрические уравнения линии? 

4. Как перейти от параметрических уравнений линий к 

уравнению вида 0);( yxF ? 

Рисунок 2.7 

x 

y 

2 

2 

-2 

-2 
О 

1 
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5. Каким образом определить, принадлежит ли точка линии 

или нет? 
6. Как найти точку пересечения двух линий? 

Задания 

1. Написать уравнение линии, каждая точка которой 

равноудалена от точек )2;0(A  и )2;4( B . Лежат ли на этой линии 

точки )1;1(C , )1;1( D , )2;0( E , )2;2(F ? 

Ответ: 2 xy ; точки D и Е лежат на линии, точки С и F  не 

лежат на линии. 

2. Написать уравнение траектории точки );( yxM , которая 

при своем движении остается втрое дальше от точки )9;0(A , чем 

от точки )1;0(B . 

Ответ: 922  yx . 

3. Написать уравнение линии, каждая точка которой вдвое 

ближе к точке )1;1(A , чем к  точке )4;4(B . 

Ответ: 822  yx . 

4. Составить уравнение линии, для каждой точки которой 

отношение расстояний до точки );( 00 yxA  и до прямой ax   равно 

числу  :  

а) )0;4(A , 9a , 
3

2
 ; 

б) )0;8(A , 2a , 2 . 

Ответ: а) 1
2036

22


yx

; б) 1
4816

22


yx

. 

5. Составить уравнение линии, для каждой точки которой её 

расстояние до точки );( 00 yxA  равно расстоянию до прямой by  :  

а) )1;2(A , 1b ; 

б) )1;2( A , 2b . 
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Ответ: а) 
2)2(

4

1
 xy ; б) 

22
6

1

2

1
)x(y  . 

6. Найти точки пересечения линий, заданных уравнениями: 

а) 23  xy ; 6 xy ; 

б) 23xy  ; 85  xy ; 

в) 153 2  xxy ; 122  xxy . 

Ответ: а) )4;2(  ; б) )3;1( , 









3

1
21;

3

2
2 ;  

в) )1;2( , 









16

7
;

4

1
. 

7. Построить линии, заданные параметрическими уравнениями, 

и преобразовать уравнения линии к виду 0);( yxF , исключив 

параметр t: 

а) 






;ty
,tx
13
12

           б) 







;ty
,tx

2

2

              в) 







;tsiny
,tcosx

3
3

 

г) 







;tcosy
,tsinx

2
3

         д) 








;tsiny

,tcosx

22

2

       е) 






.tcosy
,tsinx 12

 

Ответ: а) 
2

5

2

3
 xy ; б) xy  2)2( ; в) 922  yx ; 

г) 1
49

22


yx

; д) xy  3 ; е)  22  xy . 

2.3 Прямая на плоскости 

2.3.1 Уравнение прямой на плоскости 

Пусть на плоскости задана прямоугольная система 
координат Oxy и имеется прямая l. 

Углом наклона прямой l к оси Ox называется наименьший 

угол   между положительным направлением оси Ox и прямой l, 
отложенный против часовой стрелки (рисунок 2.8). 
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Угловым коэффициентом прямой l, не параллельной оси 

Oy, называется тангенс угла наклона прямой к оси  Ox, т. е. 

tgk  .                                             (2.7) 

Если прямая l не параллельна оси Oy, то ее уравнение имеет 

вид 

bkxy  ,                                         (2.8) 

где b – начальная ордината (прямая l пересекает ось Oy в точке с 

координатами (0; b)) (рисунок 2.8). 
(2.8) – уравнение прямой с угловым коэффициентом и 

начальной ординатой. 
Если известны угловой коэффициент k прямой l и точка 

);( 00 yxM , принадлежащая прямой, то прямая l может быть задана  

уравнением 

)( 00 xxkyy  .                                  (2.9) 

(2.9) – уравнение прямой, проходящей через данную точку в 

данном направлении (т. е. с известным угловым коэффициентом). 

Если прямая проходит через точки );( 111 yxM  и );( 222 yxM , 

то угловой коэффициент k прямой l вычисляется по формуле 

12

12

xx

yy
k




 .                                          (2.10) 

Уравнение прямой l, проходящей через две данные точки  

);( 111 yxM  и );( 222 yxM  имеет вид 

12

1

12

1

xx

xx

yy

yy









.                                  (2.11) 

 x 

y 

l b 

0 

Рисунок 2.8 
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Если прямая l пересекает оси координат в точках A(a; 0) и 

B(0; b) (рисунок 2.9), то прямая l может быть задана  уравнением 

1
b

y

a

x
.                                              (2.12) 

(2.12) – уравнение прямой «в отрезках». 

 
Если прямая m параллельна оси Ox (рисунок 2.9) и 

пересекает ось Oy в точке (0; b), то ее уравнение  

by  .                                                 (2.13) 

Если прямая n параллельна оси Oy (рисунок 2.9) и пересекает 

ось Ox  в точке (a; 0), то ее уравнение  

ax  .                                                 (2.14) 

Любая прямая на плоскости в заданной прямоугольной 

системе координат Oxy определяется уравнением первой степени 

с двумя неизвестными x и y: 

0 CByAx .                                     (2.15) 

Верно и обратное: любое уравнение первой степени с двумя 
переменными определяет прямую на плоскости. 

(2.15) – общее уравнение прямой. 

Пример 2.7. Найти уравнение прямой, проходящей через 
точку М(2; 1), угол наклона которой к оси Ox составляет 30°. 

Решение.  
Найдем угловой коэффициент прямой, используя (2.7): 

3

3
30  tgk . 

Воспользуемся уравнением прямой, проходящей через 

данную точку в данном направлении (2.9). Получим 

а 

b 

x

а 

y 

l 

Рисунок 2.9 0 

m 

n 
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 2
3

3
1  xy , 

1
3

32

3

3
 xy . 

Пример 2.8. Найти угловой коэффициент прямой, 

проходящей через две данные точки )2;1(А  и )2;3( В . 

Решение. 

Для вычисления углового коэффициента прямой 
воспользуемся формулой (2.10). Получим 

1
13

22







)(
k . 

Пример 2.9. Найти уравнение прямой, проходящей через 

точки )2;4(1 М  и )3;1(2М . 

Решение.  
Уравнение прямой, проходящей через две точки (2.11): 

12

1

12

1

xx

xx

yy

yy









.  

Получим 

21ММ :   
41

4

23

2








 xy
, 

3

4

5

2






 xy
, 

)4(5)2(3  xy , 

01435  yx . 

Пример 2.10. Написать уравнение прямой, проходящей 

через точку А(5; 3) параллельно осям координат.  
Решение.  

Используя (2.13) и (2.14), получим  

уравнение прямой, параллельной оси Ox: 3y , 

уравнение прямой, параллельной оси Oy: 5x . 

2.3.2 Угол между двумя прямыми.  
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Условия параллельности и перпендикулярности прямых.  

Расстояние от точки до прямой 

Углом между двумя прямыми l1 и l2 называется угол φ , на 

который надо повернуть в положительном направлении (против 

часовой стрелки) прямую l1 вокруг точки их пересечения до 
совпадения с прямой l2 (рисунок 2.10). 

 
Если известны угловые коэффициенты k1 и k2  прямых l1 и l2, 

то тангенс угла φ между прямыми l1 и l2  определяется по формуле 

21

12

1 kk

kk
tg




 .                                       (2.16) 

Для того, чтобы прямые l1 и l2 были параллельны, 

необходимо и достаточно, чтобы их угловые коэффициенты были 

равны:  

21 kk  .                                           (2.17) 

Если прямые l1 и l2  заданы общими уравнениями 

0111  CyBxA  и 0222  CyBxA  соответственно, то 

прямые параллельны тогда и только тогда, когда соответствующие 

коэффициенты при переменных пропорциональны, т. е. 

2

1

2

1

B

B

A

A
 .                                              (2.18) 

(2.17) и (2.18) – условия параллельности прямых. 

Для того, чтобы прямые l1 и l2 были перпендикулярны, 

необходимо и достаточно, чтобы их угловые коэффициенты были 
обратными по абсолютной величине и противоположными по 

знаку:  

1

2

1

k
k  .                                              (2.19) 

 

 
Рисунок 2.10 
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Если прямые l1 и l2  заданы общими уравнениями 

0111  CyBxA  и 0222  CyBxA  соответственно, то прямые 

перпендикулярны тогда и только тогда, когда коэффициенты при 

переменных удовлетворяют условию, т. е. 

02121  BBAA .                                       (2.20) 

(2.19) и (2.20) – условия перпендикулярности прямых. 

Расстояние от точки );( 000 yxM  до прямой l, заданной 

общим уравнением 0 CByAx , есть длина перпендикуляра, 

опущенного из точки на прямую (рисунок 2.11), и определяется по 
формуле 

22

00

BA

CByAx
d




 .                                       (2.21) 

 
Пример 2.11. Даны вершины ΔАВС: )2;1(А , )5;2( В , 

)4;7(С . Найти внутренний угол В треугольника АВС. 

Решение. 

В прямоугольной системе координат Oxy построим ΔАВС 
(рисунок 2.12). 

 

l 

Рисунок 2.11 

d 
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Используя формулу (2.10), найдем угловые коэффициенты 

прямых АВ и ВС:  

3

7

12

25 





ABk ,      

5

9

27

54





BCk . 

Для вычисления угла между прямыми АВ и ВС 

воспользуемся формулой (2.16), причем 

5

9
1  BCkk , 

3

7
2  ABkk . 

Получим 

24

31

3

7

5

9
1

5

9

3

7















Btg ,        92,0
24

31
 arctgB  (радиан). 

 

Пример 2.12. Найти уравнение прямой a, проходящей через 

точку )2;4( М  и параллельной прямой b: 023  yx . 

Решение.  

Найдем угловой коэффициент прямой  b; для этого перейдем от 
общего уравнения прямой к уравнению с угловым коэффициентом: 

23  xy . 

Рисунок 2.12 

А 

В 

С 

1 
0 x 

y 
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Значит, 3bk . 

Так как ba , то по условию параллельности прямых (2.17) 

3 ba kk . 

Для получения уравнения прямой a, проходящей через 

данную точку )2;4( М  с заданным угловым коэффициентом 

3ak , воспользуемся уравнением (2.9). Получим 

)4(32  xy  или 143  xy . 

Пример 2.13. Найти уравнение прямой l, проходящей через 

точку N(1; 3) и перпендикулярной прямой m: 15  xy . 

Решение.  
Из уравнения прямой m найдем ее угловой коэффициент

5mk . Так как ml  , то по условию перпендикулярности прямых 

(2.19) 

2,0
5

11


m
l

k
k . 

Составим уравнение прямой l как прямой, проходящей через 
известную точку с заданным угловым коэффициентом (2.9). 

Получим  

)1(2,03  xy  или 0165  yx . 

Пример 2.14. Найти расстояние от точки М(3; 7) до прямой 

12  xy . 

Решение. Перейдем от уравнения прямой с угловым 
коэффициентом к общему уравнению прямой:  

012  yx . 

Для нахождения расстояния от точки до прямой 

воспользуемся формулой (2.21).  

Из уравнения прямой имеем 2А , 1В , 1С . По 

условию координаты точки: 30 x , 70 y . Получим 

89,0
5

2

)1(2

17132

22





d . 
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Пример 2.15. Найти точку пересечения прямых, заданных 

уравнениями: 0323  yx  и 092  yx .  

Решение. Чтобы найти точку пересечения прямых, надо 

решить систему уравнений прямых:  









;yx

,yx

092

0323








.y
,x
3
3

. 

)3;3(М  – точка пересечения прямых. 

2.3.3 Геометрический смысл неравенства первой степени 

Областью решений линейного неравенства 0 CByAx  

)CByAx( 0  является одна из двух полуплоскостей, на 

которые прямая 0 CByAx , соответствующая данному 

неравенству, делит координатную плоскость. 

Для того чтобы определить, какая из двух полуплоскостей 
является областью решений, достаточно координаты какой-либо 

точки, не лежащей на прямой, подставить в неравенство: если оно 

удовлетворяется, то областью решений является полуплоскость, 
содержащая данную точку, если же неравенство не 

удовлетворяется, то областью решений является полуплоскость, 

не содержащая данную точку. 
Областью решений системы линейных неравенств является 

общая часть (пересечение) полуплоскостей – областей решений 

всех неравенств системы. 
Пример 2.16. Построить область решений системы 

неравенств 














.024

,02232

,032

yx

yx

yx

 

Решение. 

Построим прямые, соответствующие неравенствам 

системы, и определим области решений каждого неравенства. 

Первая прямая имеет уравнение 032  yx . Отсюда 
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2

3

2

1
 xy . 

Найдем координаты некоторых двух точек прямой. 

Положим 1x , тогда из уравнения прямой найдем 2y . При 

5x  имеем 4y . Таким образом, получили точки (1; 2) и (5; 4). 

Отметим точки и построим прямую (рисунок 2.13). 

Возьмем некоторую точку, которая не лежит на прямой, 
например, начало координат О(0; 0), и подставим её координаты в 

первое неравенство системы: 

03020     ( 03  ). 

Получили неверное неравенство. Значит, первое 

неравенство определяет полуплоскость, не содержащую точку 

О(0; 0). На рисунке 2.13 отметим полуплоскость диагональной 
штриховкой. 

Уравнение второй прямой 02232  yx , выразим y через 

x, получим 

3

22

3

2
 xy . 

Пусть 2x , тогда из уравнения прямой 6y . Полагая 5x , 

получим 4y . Таким образом, найдены две точки прямой: (2; 6) и 

(5; 4). Отметим точки и построим прямую (рисунок 2.13). 

Подставим во второе неравенство системы координаты 

точки О(0; 0): 

0220302     ( 022  ). 

Получили верное неравенство. Значит, второе неравенство 

определяет полуплоскость, содержащую начало координат. Она на 
рисунке 2.13 отмечена горизонтальной штриховкой. 

Третья прямая определяется уравнением 024  yx , 

отсюда 24  xy . 

Построим прямую по двум её точкам (1; 2) и (2; 6). 

Подставим в третье неравенство системы координаты точки 

О(0; 0): 
02004     ( 02  ). 
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Получили неверное неравенство. Значит, третье 

неравенство определяет полуплоскость, не содержащую начало 
координат О(0;0). Она на рисунке 2.13 отмечена вертикальной 

штриховкой. 

 
Найдем общую часть полуплоскостей решений неравенств 

системы и отметим её решетчатой штриховкой.  

Вопросы 

1. Какой угол называется углом наклона прямой к оси Ох? 

Что называется угловым коэффициентом прямой? 
2. Какой вид имеет уравнение прямой: 1) с угловым 

коэффициентом; 2) проходящей через данную точку в данном 

направлении; 3) проходящей через две данные точки; 4) «в 
отрезках»;  5) общее? 

3. Какой вид имеет уравнение прямой, параллельной оси Ox? 

Какой вид имеет уравнение прямой, параллельной оси Oy? 
4. Как найти угловой коэффициент прямой, проходящей 

через две данные точки? 

5. Как найти угол между двумя прямыми на плоскости? 

 

 

 

x 

y 

O 

Рисунок 2.13 
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6. Каково условие параллельности двух прямых на 

плоскости? 
7. Каково условие перпендикулярности двух прямых на 

плоскости? 

8. Как найти расстояние от точки до прямой на плоскости? 
9. Как определить, какую полуплоскость определяет 

неравенство первой степени? 

10. Что является областью решений системы неравенств? 

Задания 

1. Стороны АВ, ВС, АС треугольника АВС заданы 

соответственно уравнениями: 0534  yx , 0103  yx , 

02 x . Определить координаты его вершин. 

Ответ: )1;2( A , )3;1(B , )4;2(С . 

2. Дан треугольник АВС с вершинами в точках )5;1(A , 

)0;2(B , )1;3(С . Составить уравнения стороны АС, высоты СК и 

медианы ВМ. 

Ответ: АС: 072  yx ; СК: 025  yx ; ВМ: 2x . 

3. Определить острый  угол φ между прямыми: 075  yx  

и 023  yx . 

Ответ:  45 . 

4. Установить, какие из следующих пар прямых 

перпендикулярны: 

а) 053  yx , 013  yx ; 

б) 0143  yx , 0734  yx ; 

в) 07156  yx , 03410  yx ; 

г) 05129  yx , 01368  yx ; 

д) 0127  yx , 01764  yx ; 

е) 0375  yx , 0533  yx . 

Ответ: а), в), г). 



 70 

5. Дана прямая 0432  yx . Составить уравнение прямой, 

проходящей через точку )1;2(0M  

а) параллельно данной прямой; 

б) перпендикулярно данной прямой. 

Ответ: а) 0732  yx ; б) 0423  yx . 

6. Найти точку Q, симметричную точке )13;5(Р  

относительно прямой 0332  yx . 

Ответ: )11;11( Q . 

7. Составить уравнения прямых, проходящих через 

вершины треугольника )4;5( A , )3;1(B , )2;3( С  параллельно 

противоположным сторонам. 

Ответ: 03325  yx , 0114  yx , 03367  yx . 

8. Установить, какие из следующих пар прямых параллельны: 

а) 0453  yx , 07106  yx ; 

б) 0342  yx , 02  yx ; 

в) 07153  yx , 15  xy ; 

г) 012 x , 03 x ; 

д) 03 y , 075 y . 

Ответ: а), б), г), д). 

9. Дан треугольник с вершинами в точках )0;1(A , )3;2(B , 

)1;3(С . Вычислить длину высоты BD и длину отрезка AD. 

Ответ: 5BD , 5AD . 

10. Дано уравнение стороны ромба 083  yx  и 

уравнение его диагонали 042  yx . Написать уравнения 

остальных сторон ромба, зная, что точка )1;9(   лежит на стороне 

ромба, параллельной данной. 

Ответ: 0123  yx , 043  yx , 0163  yx . 

2.4 Кривые второго порядка 
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Линией (кривой) второго порядка называется линия, 

определяемая общим уравнение второй степени 

022  FEyDxCyBxyAx ,                   (2.22) 

где А, В и С не равны нулю одновременно. 

Уравнение (2.22) называется общим уравнением кривой 

второго порядка. 
Кривыми второго порядка являются окружность, эллипс, 

гипербола и парабола. При этом возможны случаи вырождения: 

для эллипса (окружности) – в точку или мнимый эллипс 
(окружность), для гиперболы – в пару пересекающихся прямых, 

для параболы – в пару параллельных прямых. 

2.4.1 Окружность 

Окружностью называется геометрическое место точек, 

равноудаленных от данной точки (центра). 

Уравнение окружности радиуса R с центром в точке 

);( 00 yxС  (рисунок 2.14) имеет вид 

22
0

2
0 )()( Ryyxx  .                           (2.23) 

 
При 0 CA  и 0B  уравнение (2.22) определяет 

окружность и принимает вид 

022  FEyDxAyAx .                      (2.24) 

2.4.2 Эллипс 

x 

y 

O  

 
C 

Рисунок 2.14  
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Эллипсом называется геометрическое место точек, сумма 

расстояний от которых до двух данных точек, называемых 
фокусами, есть постоянная величина, большая, чем расстояние 

между фокусами. 

Каноническое (простейшее) уравнение эллипса имеет вид: 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
,                                        (2.25) 

где a  и b  – полуоси эллипса. 

Полуоси эллипса a , b  и c  – половина расстояния между 
фокусами, связаны следующим соотношением: 

222 cab  .                                       (2.26) 

Вершинами эллипса являются точки с координатами  0;а  

и  b;0 . 

Если ba  , то фокусы эллипса находятся на оси Ox : 

)0;(1 cF   и )0;(2 cF  (рисунок 2.15, а). 

Если ba  , то фокусы эллипса находятся на оси Oy : 

);0(1 cF  , );0(2 cF  (рисунок 2.15, б). 

 
Эксцентриситетом эллипса называется отношение 

расстояния между фокусами к длине большой оси.  

При ba   эксцентриситет эллипса определяется по формуле 

x 

x 

y 

a) б) 
Рисунок 2.15 

  

 

 

a −a 

b 

−b 

−a a 

b 

−b 

c −c 

−c 

c 

y 
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a

с
 ,                                              (2.27) 

при ba   – по формуле 

b

с
 .                                              (2.28) 

Так как в первом случае ac 0 , а во втором – bc 0 , то 

10   .  

Эксцентриситет характеризует форму эллипса: чем больше 
значение эксцентриситета, тем эллипс более «растянут» вдоль 

большей оси; чем ближе значение эксцентриситета к нулю, тем 

эллипс ближе по форме к окружности. 

2.4.3 Гипербола 

Гиперболой называется геометрическое место точек, 

разность расстояний от которых до двух данных точек (фокусов) 
есть постоянная величина, причем меньшая, чем расстояние 

между фокусами. 

Если фокусы гиперболы )0;(1 cF   и )0;(2 cF  расположены на 

оси Ox  (рисунок 2.16, а), то каноническое уравнение гиперболы  

имеет вид 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
,                                         (2.29) 

где a  – действительная, b  – мнимая полуоси гиперболы,  

222 acb  .                                                     (2.30) 

Вершины гиперболы находятся в точках с координатами 

 0;а . 

 

 

Если фокусы гиперболы );0(1 cF  , );0(2 cF  расположены на 

оси Oy  (рисунок 2.16, б), то каноническое уравнение гиперболы 

имеет вид  
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1
2

2

2

2


a

x

b

y
,                                         (2.31) 

где a  – мнимая, b  – действительная полуоси гиперболы,  

222 cba  .                                         (2.32) 

Вершины гиперболы находятся в точках с координатами 

 b;0 . 

 
Гиперболы, определяемые уравнениями (2.29) и (2.31) 

называется сопряженными. 

Асимптотой гиперболы называется прямая, проходящая 
через начало координат и неограниченно приближающаяся к 

ветвям гиперболы при x . 

Асимптотами гиперболы являются прямые, определяемые 
уравнениями  

x
a

b
y  .                                         (2.33) 

Заметим, что асимптоты гиперболы содержат диагонали 

основного прямоугольника гиперболы (прямоугольника со 
сторонами a2  и b2 , с центром в начале координат).  

Сопряженные гиперболы имеют общие асимптоты. 

x x 

y y 

a -a 

b 

-b 

a -a 

b 

-b 
-c 

-c 

c 

c 

a) б) 

Рисунок 2.16 
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Эксцентриситетом гиперболы называется отношение 

расстояния между фокусами к действительной оси. 
Если фокусы гиперболы расположены на оси Ox , то 

эксцентриситет гиперболы определяется по формуле 

a

с
 .                                              (2.34) 

Если фокусы гиперболы на оси Oy , то по формуле 

b

с
 .                                              (2.35) 

Эксцентриситет гиперболы 1 . Чем меньше 
эксцентриситет гиперболы, тем более вытянут ее основной 

прямоугольник вдоль действительной оси. 

2.4.4 Парабола 

Параболой называется геометрическое место точек, 

одинаково удаленных от данной точки (фокуса) и данной прямой 

(директрисы). 
Расстояние от фокуса F до директрисы называется 

параметром параболы и обозначается p (p>0). 

Каноническое уравнение параболы с фокусом в точке 

)0;
2

(
p

F  и директрисой 
2

p
x   (рисунок 2.17, а) имеет вид 

pxy 22  .                                            (2.36) 

Парабола симметрична относительно оси Ox, проходит 

через точки с координатами 







 p

p
;

2
, её вершина находится в 

начале координат )0;0(O . 

Каноническое уравнение параболы с фокусом в точке 

)0;
2

(
p

F   и директрисой 
2

p
x   (рисунок 2.17, б) имеет вид 

pxy 22  .                                         (2.37) 
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Вершина параболы в начале координат )0;0(O . Парабола 

симметрична относительно оси Ox и проходит через точки с 

координатами 







 p

p
;

2
. 

 

Каноническое уравнение параболы с фокусом в точке )
2

;0(
p

F  

и директрисой 
2

p
y   (рисунок 2.18, а) имеет вид 

pyx 22  .                                           (2.38) 

Парабола симметрична относительно оси Оy, проходит через 

точки с координатами 









2
;

p
p , её вершина – в начале координат 

)0;0(O . 

 

 
Каноническое уравнение параболы с фокусом в точке 

)
2

;0(
p

F   и директрисой 
2

p
y   (рисунок 2.18, б) имеет вид 

pyx 22  .                                          (2.39) 

x 

y 

x 

y 

O O 

F 
F 

  

б) a) 

p 

Рисунок 2.17 

p 

-p -p 
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Вершина параболы находится в начале координат. Парабола 

симметрична относительно оси Оy, проходит через точки с 

координатами 









2
;

p
p .  

 

2.4.5 Кривые второго порядка с осями симметрии, 

параллельными координатным осям 

Если в общем уравнении кривой второго порядка (2.22) 

коэффициент при произведении переменных равен нулю  0B , 

то оно определяет кривую второго порядка с осями симметрии, 

параллельными осям координат: 

022  FEyDxCyAx .                      (2.40) 

Если коэффициенты A и C имеют одинаковые знаки (
0CA ), то уравнение (2.40) является уравнением эллипса. 

Если коэффициенты A и C имеют противоположные знаки (
0CA ), то уравнение (2.40) определяет гиперболу. 

Если один из коэффициентов A или C равен нулю ( 0CA

), то уравнение (2.40) является уравнением параболы. 

Пример 2.17. Установить вид кривой второго порядка, 

заданной уравнением, и построить её. 

0369250962516 22  yxyx . 

 

y y 

x x 

F 

F 

 

a) 

Рисунок 2.18 

O 

O 

б) 
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Решение. 

Сравнивая уравнение с общим видом уравнения второго 
порядка (2.40), имеем: 16A , 0B , 25C . 

Уравнение определяет эллипс с осями симметрии, 

параллельными осям координат, так как 04002516 CA  и 
0B . 

Преобразуем уравнение (выделим полные квадраты): 

    03691025616 22  yyxx , 

    03692525102599616 22  yyxx , 

    03696252510251449616 22  yyxx , 

    400525316
22
 yx , 

   
1

16

5

25

3
22





 yx

. 

Перейдем к новой системе координат yxО  с помощью 

параллельного переноса: 








.5
;3

yy
xx

 

Начало новой системы координат находится в точке 

)5;3( O , а её оси xО   и yО   параллельны осям системы 

координат Oxy . Уравнение линии в новой системе координат 

   
1

1625

22





 yx

. 

Получили каноническое уравнение эллипса (2.24), причем 
5a , 4b . Так как ba  , то оно определяет эллипс с фокусами 

на оси xО  . Вершины эллипса –  0;5 ,  4;0  . 

В системе координат yxО   построим прямоугольник со 

сторонами 102 a  и 82 b  с центром в начале системы координат 

O. Отметим вершины эллипса – точки  0;5 ,  4;0   и построим 

эллипс (рисунок 2.19). 
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Определим координаты фокусов эллипса. По формуле (2.26)  

222 cab  .  

Отсюда  

91625222  bac ,  

3c .  

Таким образом, в новой системе координат yxО   фокусы 

эллипса )0;3(1 F  и )0;3(2F . 

Пример 2.18. Установить вид кривой второго порядка, 
заданной уравнением, и построить её. 

036412836169 22  yxyx . 

Решение. 

В уравнении линии 9A , 0B , 16C . Так как 0CA , 
то уравнение определяет гиперболу. 

Преобразуем уравнение: 

0364)8(16)4(9 22  yyxx , 

0364)16168(16)444(9 22  yyxx , 

x 

 

О 

Рисунок 2.19 
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0364256)168(1636)44(9 22  yyxx , 

144)4(16)2(9 22  yx , 

1
9

)4(

16

)2( 22





 yx

. 

Перейдем к новой системе координат yxО   с помощью 

параллельного переноса: 








.4
;2

yy
xx

 

Начало новой системы координат находится в точке )4;2(O

, а её оси xO   и yO   параллельны осям старой системы координат 

Oxy . Уравнение линии в новой системе координат 

   
1

916

22





 yx

. 

Получили каноническое уравнение гиперболы (2.29) с 

фокусами, расположенными на оси xO  , причем действительная 
полуось 4a , мнимая полуось 3b . Вершины гиперболы – точки 

с координатами  0;4 . 

Определим координаты фокусов гиперболы. По формуле 
(2.30)  

222 acb  .  

Отсюда  

25916222  bac ,  
5c .  

Таким образом, )0;5(1 F  и )0;5(2F  – фокусы гиперболы в 

новой системе координат yxО  . 

Уравнения асимптот гиперболы: x
a

b
y  .  

Получим xy
4

3
 . 

В новой системе координат  yxО   построим прямоугольник 

со сторонами 82 a  и 62 b , с центром в начале системы 
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координат O. Отметим вершины – точки  0;4 . Проведем 

диагонали прямоугольника и продолжим их вне прямоугольника, 

получим асимптоты гиперболы. В новой системе координат yxО   

построим гиперболу (рисунок 2.20).  

 
Пример 2.19. Установить вид кривой второго порядка, 

заданной уравнением, и построить её. 

0112102  yxx . 

Решение. 

В уравнении линии 1A , 0B , 0C . 
Уравнение определяет параболу, так как 0CA . 

Преобразуем уравнение (выделим полный квадрат): 

02511225102  yxx , 

142)5( 2  yx , 

)7(2)5( 2  yx . 

Зададим параллельный перенос: 







.7
,5

yy
xx

 

Рисунок 2.20 

x 

 

 y 

O 

 

3 

4 5 -5 
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Начало новой системы координат yxО   – в точке 

)7;5( O , а её оси xO   и yO   параллельны осям старой системы 

координат Оxy . 

Уравнение линии в новой системе координат 

  yx  2
2

. 

Получилось каноническое уравнение параболы (2.40), 

симметричной относительно оси yО   с параметром 1p .  

Построим новую систему координат с началом в точке 

 7;5 O  и осями xO  и yO , параллельными осям Ox  и Oy , 

соответственно.  

В новой системе координат yxO   построим параболу, 

определяемую уравнением    yx  2
2

: вершина параболы 

находится в начале координат О', парабола проходит через точки 

с координатами 









2
;

p
p , т. е. через точки 










2

1
;1  (рисунок 2.21).  

Фокус параболы F в новой системе координат yxО   имеет 

координаты 







0;

2

p
, т. е. 








0;

2

1
F . 

 

Пример 2.20. Установить вид кривой второго порядка, 

заданной уравнением: 

-7 

-5 

Рисунок 2.21 

 

y 

x 

 

О 

F 
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012884 22  yxyx . 

Решение. 

Сравнивая уравнение с общим видом уравнения второго 
порядка (2.40), имеем: 4A , 0B , 1C . Линия, определяемая 

уравнением, относится к гиперболическому типу, так как 

0)1(4 CA . 

Преобразуем уравнение: 

012164)168()12(4 22  yyxx , 

0)4()1(4 22  yx , 

0))4()1(2())4()1(2(  yxyx , 

0)22)(62(  yxyx . 

Полученное уравнение определяет две пересекающиеся 

прямые: 

062  yx  и 022  yx . 

Вопросы 

1. Какой вид имеет уравнение окружности? 

2. Каково каноническое уравнение эллипса с фокусами на 

оси Ox ?  
3. Каково каноническое уравнение эллипса с фокусами на 

оси Oy ? 

4. Каково каноническое уравнение гиперболы с фокусами на 

оси Ox ?  

5. Каково каноническое уравнение гиперболы с фокусами на 

оси Oy ? 

6. Каковы канонические уравнения парабол, симметричных 

относительно оси Ox ?  

7. Каковы канонические уравнения парабол, симметричных 

относительно оси Oy ? 

8. Каким условиям должны удовлетворять коэффициенты в 
общем уравнении кривой второго порядка (2.40), чтобы оно 

определяло окружность? эллипс? гиперболу? параболу? 
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Задания 

1. Составить уравнение окружности в каждом из следующих 
случаев: 

а) центр окружности совпадает с точкой )3;2( С  и её 

радиус 7R ; 

б) окружность проходит через начало координат и её центр 

совпадает с точкой )8;6( С ; 

в) окружность проходит через точку )6;2(А  и её центр 

совпадает с точкой )2;1(С . 

Ответ: а) 49)3()2( 22  yx ; б) 100)8()6( 22  yx ; 

в) 25)2()1( 22  yx . 

2. Какие из приведенных уравнений определяют 

окружности? Найти центр С и радиус R каждой из них. 

а) 0204222  yxyx ; 

б) 0144222  yxyx ; 

в) 052422  yxyx . 

Ответ: а) )2;1( С , 5R ;  

б) уравнение не определяет ни кривую, ни точку на 

плоскости (мнимая окружность); 

в) уравнение определяет единственную точку )1;2( . 

3. Построить эллипс, заданный уравнением, найти его 

фокусы и эксцентриситет: 

а) 164 22  yx ; 

б) 1
259

22


yx

. 

4. Написать каноническое уравнение эллипса, зная, что 

а) расстояние между фокусами равно 8, а малая полуось 

3b ; 

б) большая полуось 6a , а эксцентриситет 50,e  ; 
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в) его малая ось равна 6, фокусы )4;0(1F  и )4;0(2 F . 

Ответ: а) 1
925

22


yx

; б) 1
2736

22


yx

; в) 1
259

22


yx

. 

5. Составить уравнение эллипса, зная, что  

а) его большая ось 262 a , а его фокусы )0;10(1 F  и 

)0;14(2F ; 

б) его малая ось 22 b  и фокусы )1;1(1 F  и )1;1(2 F ; 

в) его фокусы )3;8(1 F  и )3;4(2F  и эксцентриситет 
4

3
e . 

Ответ: а) 
 

1
25169

2 22


 yx

; б) 
 

1
1

1

2

22





yx

;  

в) 
   

1
28

3

64

2
22





 yx

. 

6. Построить гиперболу, заданную уравнением, найти 

фокусы, эксцентриситет и асимптоты: 

а) 164 22  yx ; 

б) 1
925

22


xy

. 

7. Составить уравнение гиперболы, фокусы которой 

расположены на оси абсцисс симметрично относительно начала 
координат, зная, что 

а) её оси 102 а , 82 b ; 

б) расстояние между фокусами равно 10 и ось 82 b ; 
в) расстояние между фокусами равно 10 и эксцентриситет 

2

3
e ; 

г) уравнения асимптот xy
3

4
  и расстояние между 

фокусами равно 20. 

Ответ: а) 1
1625

22


yx

; б) 1
169

22


yx

; в) 1
54

22


yx

;  
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г) 1
6436

22


yx

. 

8. Составить каноническое уравнение гиперболы, фокусы 

которой расположены на оси Оy симметрично относительно 

начала координат, зная, что 
а) её полуоси 6а , 18b ; 

б) расстояние между фокусами равно 10 и эксцентриситет 

3

5
e ; 

в) уравнения асимптот xy
5

12
  и расстояние между 

вершинами равно 48. 

Ответ: а) 1
32436

22


yx

; б) 1
916

22


yx

; в) 1
576100

22


yx

. 

9. Построить параболу, заданную уравнением, найти её 

параметр, фокус и директрису: 

а) xy 62  ; 

б) yx 52  ; 

в) xy 42  ; 

г) yx 2 . 

Ответ: а) 3p , )0;5,1(F , 51,x  ; 

б) 52,p  , )25,1;0(F , 251,y  ; 

в) 2p , )0;2(F , 2x ; 

г) 50,p  , )25,0;0( F , 250,y  . 

10. Составить уравнение параболы, вершина которой 
находится в начале координат, зная, что 

а) парабола расположена симметрично относительно оси Ox 

и проходит через точку )3;1(B ; 

б) парабола расположена симметрично относительно оси Oy 

и проходит через точку )8;4( D . 

Ответ: а) xy 92  ; б) yx 22  . 
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11. Составить уравнение параболы, если дан фокус )0;7(F  

и уравнение директрисы 07 x . 

Ответ: xy 282  . 

12. Построить кривую, заданную уравнением: 

а) 044 22  yxx ; 

б) 0762  yxx ; 

в) 048 22  yxx ; 

г) 026 22  xxyy ; 

д) 022282  xyy ; 

е) 01682 22  yyxx . 

2.5 Полярная система координат 

2.5.1 Полярные координаты точки 

Полярная система координат задается точкой О, 

называемой полюсом, лучом Op, называемым полярной осью, и 
единицей масштаба (рисунок 2.22). 

 
Положение точки М на плоскости определяется полярными 

координатами: полярным радиусом ρ и полярным углом φ. 

Полярным углом φ называется угол, образованный  полярной 
осью Op и отрезком ОМ. Положительным направлением отсчета 

полярного угла считается направление против часовой стрелки, 

отрицательным – по часовой стрелке. 

О 

М 

Рисунок 2.22 

φ 

p 

ρ 
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Полярный радиус ρ равен расстоянию от точки О до точки М: 

ОМ . Отрицательные значения ρ откладываются на 

соответствующем луче в противоположную сторону от полюса О. 

Связь между прямоугольными и полярными 

координатами точки 

Совместим полюс O с началом координат системы Ox, а 

полярную ось – с положительным направлением оси Ox. 

Пусть );( yx  – прямоугольные координаты точки М, );(   – 

её полярные координаты (рисунок 2.23).  

 
Прямоугольные координаты точки );( yx  выражаются через 

полярные координаты );(   следующим образом: 








.


siny
,cosx
                                             (2.41) 

Полярные координаты точки );(   можно выразить через её 

прямоугольные координаты );( yx : 













.

22

x

y
tg

,yx




                                           (2.42) 

Определяя величину φ, следует установить (по знакам x и y) 

четверть, в которой лежит искомый угол.  

Если φ в 1-ой  или 4-ой четвертях, то  

О 

М 

Рисунок 2.23 

φ 

p 

ρ 

x 

x 

y 

y 
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x

y
arctg ;                                             (2.43) 

если φ во 2-ой четверти, то  

 
x

y
arctg ;                                      (2.44) 

если φ в 3-ой четверти, то  

 
x

y
arctg .                                      (2.45) 

Пример 2.21. В прямоугольной системе координат точка М 

имеет координаты )3;1( . Найти полярные координаты точки. 

Решение. 

По формулам (2.42) находим ρ и tgφ: 

2)3()1( 22  , 3
1

3



tg . 

Так как точка М лежит во 2-ой четверти, то по формуле (2.44) 

3

2

3
3)3(





  arctgarctg . 

В полярной системе координат 








3

2
;2


M . 

2.5.2 Уравнение линии в полярной системе координат 

Уравнение 0);( F  называется уравнением линии в 

полярной системе координат, если координаты любой точки, 

лежащей на линии, и только они, удовлетворяют этому 

уравнению. 
На рисунках 2.24 и 2.25 приведены некоторые кривые и 

указаны их уравнения. 
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Пример 2.22. Построить в полярной системе координат 

линию 

 23cos . 

Решение.  

Составим расчетную таблицу. Придавая φ произвольные 

значения,   , определяем значения  23cos . Сначала 

найдем значения полярного радиуса при  1800   (таблица 

2.3). 

 

Рисунок 2.24 – Окружность радиуса R 

 
 

 

φ 
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ρ 

ρ 
R 
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Рисунок 2.25 – Улитка Паскаля 
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Таблица 2.3 – Значения функции  23cos  при  1800   

φ 0° 15° 30° 45° 75° 90° 105° 120° 135° 150° 165° 180° 

2φ 0° 30° 60° 90° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360° 

cos2φ 1 0,87 0,5 0 −0,5 −0,87 −1 −0,5 0 0,5 0,87 1 

ρ= 

=3cos2φ 
3 2,6 1,5 0 −1,5 −2,6 −3 −1,5 0 1,5 2,6 3 

Учитывая четность функции xcosy  , найдем значения 

полярного радиуса ρ при  0180   (таблица 2.4). 

Таблица 2.4 – Значения функции  23cos  при  0180   

φ −15° −30° −45° −75° −90° −105° −120° −135° −150° −165° 

2φ −30 −60 −90 −150 −180 −210 −240 −270 −300 −330 

cos2φ 0,87 0,5 0 −0,5 −0,87 −1 −0,5 0 0,5 0,87 

ρ= 

=3cos2φ 
2,6 1,5 0 −1,5 −2,6 −3 −1,5 0 1,5 2,6 

Построим кривую (рисунок 2.26). Полученная кривая 

называется четырехлепестковой розой. 

 

0° 

15° 

30° 

45° 

75° 
90° 

60° 

105° 

120° 

135° 

150° 

165° 

180° 

−150° 

−165° 

−135° 

−120° 

−105° 

−90° 

−75° 

−60° 

−45° 

−30° 

−15° 

ρ 

Рисунок 2.26 

3 1 
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Вопросы 

1. Как задается полярная система координат? 
2. Что называется полярными координатами точки? 

3. Как перейти от полярных координат точки к прямоугольным? 

4. Как перейти от прямоугольных координат  точки к полярным? 
5. Какой вид имеет уравнение линии в полярной системе 

координат? 

6. Какой вид имеет уравнение окружности в полярной 
системе координат? 

7. Какой вид имеет уравнение кардиоиды? 

Задания 

1. В полярной системе координат );(   построить точки 

)0;3(A , 








4
;2


В , 








2
;3


A , );2( A , 








2

3
;3


A . 

2. Построить точки 









2
;2


А , 









2
;3


В ,   ;4С , 











3

2
;3


D  в полярной системе координат. 

3. Построить линию  сos22  . 

4. Построить кривые: 

а)  cos23 ; 

б)  32 cos ; 

в)  31 sin . 

5. Преобразовать к полярным координатам уравнения 

линий: 

а) 222 ayx  ; 

б) 222 ayx  ; 

в) axyx  22 ; 
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г) xy  ; 

д)   )( 222222 yxayx  . 

Ответ: а) 



2

2
2

cos

a
 ;  

б) a ;  

в)  cosa ;  

г) 1tg  ;  

д)  222 cosa . 

6. Преобразовать к декартовым (прямоугольным) 
координатам уравнения линий и построить линии: 

a) acos  ; 

б)  sina2 ; 

в) 22 22 asin  ; 

г) )cos(a   1 . 

Ответ: а) ax  ;  

б) ayyx 222  ;  

в) 2axy  ; 

г) )()( 222222 yxaaxyx  . 
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3 ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

3.1 Векторы 

3.1.1 Основные понятия. 

Линейные операции над векторами 

Вектором называется направленный отрезок АВ с 

начальной точкой А и конечной точкой В. Обозначается АВ  или a


. 

Длиной (или модулем) вектора АВ  называется число АВ , 

равное длине отрезка АВ. 

Нулевым вектором называется вектор, длина которого 

равна нулю. Направление нулевого вектора не определено. 
Вектор, длина которого равна единице, называется 

единичным. 
Векторы называются коллинеарными, если они лежат на 

одной прямой или на параллельных прямых.  

Векторы называются равными, если они коллинеарны, 

одинаково направлены и имеют равные длины. 
Векторы называются компланарными, если они лежат в 

одной плоскости или в параллельных плоскостях. 

Линейными операциями над векторами называют операции 
сложения, вычитания векторов и умножение вектора на число. 

Произведением вектора a


 на число   называется вектор 

ab


 , имеющий длину ab


 , направление которого 

совпадает с направлением вектора a


, если 0 , и 

противоположно ему, если 0 . На рисунке 3.1 показаны 

векторы, полученные умножением вектора a


 на (–1) и на 2. 

 

 

 

 

Рисунок 3.1 
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Суммой двух векторов a


 и b


 называется вектор bac


 , 

определяемый по правилу треугольника или параллелограмма 

(рисунок 3.2, а) и b)). 

 
Суммой нескольких векторов a


, b


, c


, ..., d


 называется 

вектор d...cbaf


 , который замыкает ломаную, 

состоящую из данных векторов (правило многоугольника) 

(рисунок 3.3). 

 
Разностью двух векторов a


 и b


 называется вектор 

baс


 , такой, что acb


  (рисунок 3.4). 

 
Заметим, что в параллелограмме, построенном на векторах  

a


 и b


, одна направленная диагональ является суммой векторов  

a


 и b


, а другая – разностью (рисунок 3.5). 

Рисунок 3.2 
а) b) 

  

 

 

 

 

 

 
 

  
Рисунок 3.3 

 

 

 

Рисунок 3.4 
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Пример 3.1. По данным векторам a


 и b


 построить векторы 

ba


2  и 
2

а
b


 . 

Решение.  

Отложим векторы a


 и b


 из общего начала (рисунок 3.6). 

Далее построим вектор 2a


, он будет сонаправлен с вектором a


, но 

его длина в 2 раза больше, чем длина вектора a


. Вектор b


  

противоположно направлен по отношению к вектору b


, и его 

длина равна длине вектора b


. Далее по правилу параллелограмма 

построим сумму векторов 2a


 и b


 , т. е. вектор ba


2 , который 

является диагональю параллелограмма. 

Аналогично построим вектор 
2

а
b


 , являющийся 

диагональю параллелограмма, построенного на векторах b


 и 
2

а


 . 

 
Пример 3.2. Доказать, что если М – середина отрезка АВ и 

О – произвольная точка пространства, то выполняется равенство 

Рисунок 3.5 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.6   
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 ОВОАОМ 
2

1
. 

Решение.  

Достроим треугольник AОB  до параллелограмма AОBC
(рисунок 3.7).  

 
По правилу параллелограмма сложения векторов: 

ОВОАОС  . 

Так как точка М – середина ОС, то  ОВОАОСОМ 
2

1

2

1

. 

Пример 3.3. Доказать, что если М – точка пересечения 

медиан треугольника АВС, О – произвольная точка пространства, 

то справедливо равенство 

 ОСОВОАОМ 
3

1
. 

Решение. 

Пусть 1CC  – медиана треугольника АВС (рисунок 3.8). 

А В 
М 

С 

О 
Рисунок 3.7 
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Из ОСМ  по правилу треугольника сложения векторов: 

CMOCOM  . 

Так как точка пересечения медиан делит медиану в 

отношении 2:1, считая от вершины, то 1
3

2
CCСM  . 

Тогда 1
3

2
CСOCOM  . 

Из 1ОСС  по правилу треугольников сложения векторов: 

11 OCCCOC  . 

Отсюда OCOCCC  11 . 

Получим 

  111
3

2

3

1

3

2

3

2
OCOCOCOCOCCCOCOM  . 

Так как 1C  – середина АВ, то )(
2

1
1 ОВОАОС   (пр. 3.2).  

Таким образом,  

 ОСОВОАОВОАОСOCOCОМ 
3

1
)(

2

1

3

2

3

1

3

2

3

1
1 . 

3.1.2 Проекция вектора на ось. Координаты вектора. 

Длина вектора. Направляющие косинусы вектора. 

Линейные операции над векторами в координатной форме 

А 

В 

С 

М 

Рисунок 3.8 

С1 

О 
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Проекцией точки М на ось l называется основание 1М  

перпендикуляра 1ММ , опущенного из точки на ось (рисунок 3.9). 

Точка 1М  есть точка пересечения оси l и плоскости, 

проходящей через точку М перпендикулярно оси. 

 
Пусть АВ  произвольный ненулевой вектор. 1A  и 1B  – 

проекции начала и конца вектора на ось l (рисунок 3.10).  

 
Проекцией вектора АВ  на ось l называется положительное 

число АВ , если вектор 11ВА  и ось l сонаправлены, и отрицательное 

число АВ , если вектор 11ВА  и ось l  противоположно направлены, 

т. е. 













.,

,,

1111

1111

lBAеслиВА

lBАеслиВА
АВпрl  

Если 1A  и 1B  совпадают, то проекция вектора АВ  равна 

нулю. Проекция нулевого вектора равна нулю. 

Свойства проекции вектора на ось 

l 
M 

 

Рисунок 3.9 

l 
A 

B 

  

Рисунок 3.10 
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1. Проекция вектора a


 на ось l равна произведению модуля 

вектора на косинус угла   наклона вектора a


 к оси l: 

cosaaпрl 


.                                (3.1) 

 

Если вектор образует с осью острый угол, то проекция 

вектора на ось положительна, так как косинус острого угла 
положителен (рисунок 3.11, а). Если вектор образует с осью тупой 

угол, то его проекция на ось отрицательна, так как косинус тупого 

угла отрицателен (рисунок 3.11, б). 
Проекция вектора на ось равна нулю, если вектор 

перпендикулярен оси (  90 ), так как косинус прямого угла 

равен нулю. 

2. Проекция суммы векторов на ось равна сумме проекций 

слагаемых векторов на эту ось: 

cпрbпрaпрcbaпр llll


 )( .                   (3.2) 

3. При умножении вектора на число его проекция на ось 

также умножается на это число: 

aпрaпр ll


  )( .                              (3.3) 

Пусть задана прямоугольная декартова система координат 

Oxyz в пространстве (рисунок 3.12).  

 

φ 
l φ 

 

 

l 

Рисунок 3.11 

 

а) б) 
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Ортами координатных осей Ox, Oy, Oz называются  

единичные векторы i


, j


, k


, сонаправленные с 

соответствующими осями координат. 
Координатами вектора a


 называются его проекции на 

координатные оси  

 321 a;a;aa 


, 

где aпрa Ox


1 , aпрa Oy


2 , aпрa Oz


3 . 

Разложение вектора по ортам координатных осей имеет вид 

kajaiaa

 321 ,                            (3.4) 

где 1a , 2a , 3a  - координаты вектора a


. 

Радиус-вектором точки М называется вектор ОМ , 

отложенный от начала координат (рисунок 3.12). Координаты 

радиус-вектора  321 ;; aaaОМ   совпадают с координатами точки 

);;( 321 aaaM . 

Зная координаты вектора, можно определить его длину 

(модуль) и направление. 

x 

 

y 

z 

О 

 

 

 

  

 

Рисунок 3.12 

 

 

 

М 
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Длина (модуль) вектора равна квадратному корню из 

суммы квадратов его координат, т. е. 

2
3

2
2

2
1 aaaa 


.                                (3.5) 

Направление вектора определяется углами наклона вектора 

к координатным осям. Пусть углы вектора a


 с осями Ox, Oy, Oz 

соответственно равны  ,  ,   (рисунок 3.12).  

Направляющими косинусами ненулевого вектора a


 
называются числа: 

a

a
cos 

1 , 
a

a
cos 

2 , 
a

a
cos 

3 .                   (3.6) 

Сумма квадратов направляющих косинусов ненулевого 
вектора равна единице: 

1222   coscoscos .                      (3.7) 

Следовательно, вектор   cos;cos;cos0 a


, 

координатами которого являются направляющие косинусы, 
является единичным вектором. 

Нормированным вектором (ортом) вектора a


 называется 

единичный вектор 0a


, который сонаправлен с вектором a


. 

Координатами нормированного вектора 0a


 являются 

направляющие косинусы вектора a


: 

  cos;cos;cos;; 321
0 










a

a

a

a

a

a

a

a
a 




.          (3.8) 

При сложении (вычитании) векторов  321 ;; aaaa 


 и 

 321 ;; bbbb 


 их соответствующие координаты складываются 

(вычитаются): 

 332211 ;; babababa 


.                  (3.9) 

При умножении вектора  321 ;; aaaa 


 на число   

координаты вектора умножаются на это число: 

 321 ;; aaaa  


.                                 (3.10) 
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Два вектора  321 ;; aaaa 


 и  321 ;; bbbb 


 коллинеарны 

тогда и только тогда, когда их координаты пропорциональны: 


3

3

2

2

1

1

b

a

b

a

b

a
.                                (3.11) 

(3.11) – условие коллинеарности векторов. 

Если известны координаты точек начала и конца вектора 

АВ : );;( 111 zyxA  и );;( 222 zyxB , то координаты вектора равны 

разностям соответствующих координат его начала и конца: 

 212121 ;; zzyyxxАВ  .                     (3.12) 

Пример 3.4. Даны a


, b


, c


 – единичные  векторы, 

составляющие с данной осью l соответственно углы 
3


, 
3

2
,  . 

Найти проекцию на ось l вектора cba


 23 . 

Решение. По свойствам проекции вектора на ось (3.2) и 

(3.3): 

cпрbпрaпрcbaпр llll


 23)2(3 . 

2

1

33



coscosaaпрl


, так как 1a


 по условию; 

2

1

3

2

3

2



coscosbbпрl


; 

1  coscosccпрl


. 

Получим 

 
2

1
1

2

1
2

2

1
32(3 








 )cbaпрl


. 

Пример 3.5. Найти координаты вектора АВ , его длину и 

направляющие косинусы, если )0;4;1(А , )6;2;4( B . 

Решение.  

Найдем координаты вектора как разности соответствующих 

координат конца и начала вектора (3.12): 

   6;6;306;42;14 АВ . 
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Длину вектора определим по формуле (3.5): 

981663 222  )(AB . 

По формулам (3.6) найдем направляющие косинусы: 

3

1

9

3
cos ,   

3

2

9

6



cos ,   

3

2

9

6
cos . 

Пример 3.6. Найти нормированный вектор вектора 

 2;2;1 a


. 

Решение. 

Если  321 a;a;aa 


, то по (3.8) его нормированный вектор 










a

a

a

a

a

a
a 
 321

0 ;; . 

Вычислим длину вектора a


 по формуле (3.5): 

  3221 222 a


. 

Разделим координаты вектора a


 на a


. Получим 










3

2
;

3

2
;

3

1
0a


. 

Пример 3.7. Заданы векторы: 

jia

32  , kjb


23  , kjic


 . 

Найти а) координаты вектора cba



2

1
; 

б) разложение вектора cba

2  по векторам i


, j


, k


. 

Решение. 

а) Используя линейные операции над векторами в 
координатной форме (3.9) и (3.10), вычислим координаты вектора 

d


: 

     








 0;
2

11
;31;1;12;3;0

2

1
0;3;2

2

1
cbad


. 
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б)       jkjikjjicba

2223322  . 

Пример 3.8. Разложить вектор  4;5 c


 по векторам 

 2;1a


 и  1;3 b


. 

Решение. 

Представим вектор с


 в виде линейной комбинации векторов 

a


 и b


: 

baс


  . 

В координатной форме получим 
























 1

3
2
1

4
5

 , 



















 


2

3
4
5

. 

Перейдем к системе уравнений, приравнивая 

соответствующие координаты: 
















.2
,1

;42
,53







 

Таким образом, baс

2 . 

Пример 3.9. Векторы  4;6;2 AB  и  2;2;4 AC  

совпадают со сторонами треугольника ABC . Определить 

координаты векторов, приложенных к вершинам треугольника и 

совпадающих с его медианами AM, BN, CP.  

Решение.  

 
Так как М – середина ВС (рисунок 3.13), то (пример 3.2) 

М 

А 

В 

С 

P 

N 

Рисунок 3.13 
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 ACABАМ 
2

1
. 

Получим 

        3;4;36;8;6
2

1
2;2;44;6;2

2

1
AM . 

По правилу треугольников сложения векторов 

APCPAC  , отсюда ACAPСP  . Так как ABAP
2

1
 , то 

     0;1;32;2;44;6;2
2

1

2

1
 ACABСP . 

По правилу треугольников сложения векторов 

ANBNAB  , отсюда ABANBN  . Так как ACAN
2

1
 , то  

     3;5;04;6;22;2;4
2

1

2

1
 ABACBN . 

Пример 3.10. Определить, при каких значениях α, β векторы 

kjia


 32  и kjib

26   коллинеарны. 

Решение.  

Из условия коллинеарности двух векторов (3.11) следуют 

равенства: 

26

32 








. 

Так как 
6

32







 и 

26

3 



, то по правилу пропорции 

 
4

3

62



 ,  

1
6

23





 . 

Вопросы 

1. Что такое вектор? Чем определяется вектор?  

2. Что называется произведением вектора на число? 
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3. Что называется суммой двух векторов? Каковы способы 

нахождения суммы векторов? 
4. Как найти сумму нескольких векторов? 

5. Какой вектор называется разностью данных векторов? 

6. Что такое проекция вектора на ось? 
7. Каковы свойства проекций векторов на ось? 

8. Что называется координатами вектора? 

9. Каково разложение вектора по ортам координатных осей? 
10. Как найти длину вектора, если известны его 

координаты? 

11. Что такое  направляющие косинусы? Как найти 
направляющие косинусы вектора, если известны его координаты? 

12. Какой вектор называется нормированным вектором 

данного вектора? Как найти координаты нормированного вектора? 
13. Как найти сумму векторов, если известны их 

координаты? 

14. Как найти произведение вектора на число, если известны 
его координаты? 

15. Как найти координаты вектора, если известны 

координаты начала и конца вектора? 
16. Какие векторы называются коллинеарными?  

17. Каково условие коллинеарности векторов? 

Задания 

1. По данным векторам a


 и b


 построить векторы: 

а) ba

23  ;  

б) ba


2

1
 . 

2. Даны векторы aOA


 , bOB


 . Вектор cOC


  – медиана 

треугольника ОАВ. Разложить вектор a


 по векторам b


, c


. 

Ответ: cba

2 . 

3. Найти координаты вектора a


, если 3aпрOx


, 9aпрOy


 

и 12a


. 
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Ответ:  63;9;3 a


 или  63;9;3 a


. 

4. Найти направляющие косинусы вектора  1;3;4а


. 

Ответ: 
26

4
cos , 

26

3
cos ; 

26

1
cos . 

5. Дан модуль вектора 2a


 и углы  45 ,  60 , 

120 , образованные вектором a


 с координатными осями Ox, 

Oy, Oz соответственно. Найти координаты вектора a


. 

Ответ:  1;1;2  . 

6. Найти вектор a


, образующий с ортом j


 угол 45°, с ортом 

k


– угол  120°, если 24a


. 

Ответ:  22;4;22 a


 или  22;4;22 a


. 

7. Найти соответствующий нормированный вектор к 

данному вектору: 

а)  3;2;6 a


; 

б)  0;2b


; 

в)  1;1 c


; 

г)  12;4;3 d


. 

Ответ: а) 






 


7

3
;

7

2
;

7

6
0a


; 

б)  0;10 b


; 

в) 






 


2

1
;

2

1
0c


; 

г) 






 


13

12
;

13

4
;

13

3
0d


. 

8. Даны четыре вектора  2;0;3 a


,  5;2;1 b


, 

 1;1;1c


,  1;4;8d


. Найти координаты вектора: 

а) dcbal


 65 ;  

б) dcbam


 3 . 
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Ответ: а)  0;0;0l


; 

б)  3;7;1 m


. 

9. На плоскости даны два вектора  3;2 p


 и  2;1q


. 

Найти разложение вектора  4;9a


 по векторам p


, q


. 

Ответ: qpa

52  . 

10. Даны три вектора  1;2;3 p


,  2;1;1q


, 

 3;1;2 r


. Найти разложение вектора  7;6;11 c


 по 

векторам p


, q


, r


. 

Ответ: rqpc


 32 . 

11. Заданы вершины  1;0;1 A ,  1;2;2B  и )3;4;6(С  

треугольника АВС. Найти точку пересечения медиан. 
Указание. Воспользуйтесь примером 3.3. 

Ответ:  1;2;1 . 

12. Проверить, что точки  2;1;3 A ,  1;2;1 B , )3;1;1( С  

и  3;5;3 D  служат вершинами трапеции. 

13. Даны координаты трех вершин параллелограмма ABCD: 

)3;1;1( А , )2;1;2( B , )6;2;5( C . Найти координаты вершины 

D. 

Ответ: )7;0;6(  . 

3.2 Скалярное произведение векторов 

Скалярным произведением двух ненулевых векторов a


 и b


 

называется число, равное произведению длин векторов на косинус 

угла φ между ними (рисунок 3.14): 

cosbaba 


.                            (3.13) 
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Свойства скалярного произведения векторов 

1. abba

 . 

2. )()( baba

  . 

3. cabacba

 )( . 

4. 
22 aa


 . 

5. Два ненулевых вектора перпендикулярны тогда и только 

тогда, когда их скалярное произведение равно нулю, т. е. 

0 baba


. 

 

 

 
Из определения скалярного произведения и его свойств 

следуют соотношения между ортами i


, j


, k


: 

1 kkjjii


,  

0 ikkjji


. 

Если  321 ,, aaaa 


 и  321 ,, bbbb 


, то скалярное 

произведение векторов a


 и b


 равно сумме произведений 

соответствующих координат 

332211 babababa 


.                (3.14) 

Используя скалярное произведение, можно определять 

перпендикулярность векторов, находить угол между векторами, 
проекцию вектора на другой вектор, работу постоянной силы при 

прямолинейном перемещении. 

φ 

 

 

Рисунок 3.14 
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1. Два ненулевых вектора  321 ,, aaaa 


 и  321 ,, bbbb 


 

перпендикулярны тогда и только тогда, когда их скалярное 

произведение равно нулю, т. е. 

0332211  bababa .                         (3.15) 

(3.15) – условие перпендикулярности векторов. 

2. Угол   между векторами  321 ,, aaaa 


 и  321 ,, bbbb 


 

определяется из следующей формулы: 

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211

bbbaaa

bababa

ba

ba
cos









 


 .         (3.16) 

3. Проекция вектора  321 ,, aaaa 


 на вектор 

 321 ,, bbbb 


 находится по формуле 

2
3

2
2

2
1

332211

bbb

bababa

b

ba
aпр
b







 




.       (3.17) 

4. Работа А постоянной силы F


 при прямолинейном 

перемещении ее точки приложения равна скалярному 

произведению вектора силы на вектор перемещения S


: 

SFА

 .                                   (3.18) 

Пример 3.11. Найти угол между векторами  3;2;1a


 и 

 2;4;6 b


. 

Решение. 

По формуле (3.16) найдем косинус угла между векторами: 

7

2

214

8

5614

8

246321

234261

222222













)(

)(
cos . 

Тогда 
7

2
arccos . 

Пример 3.12. Найти проекцию вектора  2;1;1a


 на 

вектор  4;1;1 b


. 

Решение. Найдем проекцию по формуле (3.17): 
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3

24

6

28

23

8

18

8

4)1(1

42)1(111

222










b

ba
aпрb 




. 

Пример 3.13. Определить, являются ли векторы 

 2;3;6 a


 и  6;2;1b


 перпендикулярными. 

Решение. Проверим выполнение условия 
перпендикулярности векторов (3.15): 

0622)3(1)6(   (верно). 

Значит, векторы перпендикулярны. 

Вопросы 

1. Что называется скалярным произведением векторов? 
2. Каковы свойства скалярного произведения? 

3. Как найти скалярное произведение векторов, зная их 
координаты? 

4. Каково условие перпендикулярности векторов? 

5. Как найти угол между векторами? 
6. Как найти проекцию вектора на вектор? 

7. Чему равна работа постоянной силы при прямолинейном 

перемещении ее точки приложения? 

Задания 

1. Даны три вектора a


, b


, c


, удовлетворяющие условию 

0 cba


. Зная, что 3a


, 1b


, 4c


, вычислить 

accbba

 . 

Ответ: −13. 

2. Даны векторы  4;2;4 a


,  2;3;6 b


, вычислить: 

a) ba

 ; 

б) 
2a


; 
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в) 
2b


; 

г) )22()32( baba


 ; 

д) 
2)( ba


 . 

Ответ: а) 22; б) 6; в) 7; г) −194; д) 129. 

3. Вычислить выражение 
22

53 b)ba(a


 , если:  

a) 2a


, 1b


,    30b,a


; 

б) 3a


, 2b


,   150b,a


. 

Ответ: а) 6; б) 38. 

4. Найти скалярное произведение векторов a


 и b


, 

заданных своими координатами  1;4 a


,  7;1 b


. 

Ответ: 3. 

5. Найти угол между векторами a


 и b


, заданными своими 
координатами: 

а)  1;1;1 а


,  1;1;5b


; 

б)  1;1;1 a


,  2;2;2 b


. 

Ответ: а) 
9

5
arccos ; б) 180°. 

6. Даны два вектора  1;3 a


,  1;1b


. Найти вектор x


, 

удовлетворяющей системе уравнений 13ax


, 3bx


. 

Ответ:  2;5 . 

7. Даны векторы  1;2;2a


,  2;3;6b


. Найти проекцию 

вектора b


 на вектор a


 и проекцию a


 на вектор b


. 

Ответ: 
3

20
 и 
7

20
. 

8. Даны вершины треугольника  )2;1(А , )4;3(В  и )2;6(С . 

Определить его внутренний угол при вершине А. 

Ответ: 45°. 

9. Найти значение  , при котором векторы a


 и b


 

перпендикулярны: 
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а) kjiа

43   и kjib


74   ; 

б)  2;3;  а


 и   ;2;1b


. 

Ответ: а) 4 ; б) 6 . 

10. Под действием силы  1;2;5F  точка переместилась из 

)3;0;3(C  в )1;2;1(D . Найти работу силы F . 

Ответ: 12. 

3.3 Векторное произведение векторов 

Три некомпланарных (не лежащих в одной плоскости)  

вектора a


, b


, c


, взятые в указанном порядке, образуют правую 

тройку, если из конца третьего вектора c


 кратчайший поворот от 

первого вектора a


 ко второму вектору b


 виден совершающимся 

против часовой стрелки (рисунок 3.15, a), и левую, если по часовой 
(рисунок 3.15, б). 

 
Векторным произведением вектора a


 на вектор b


 

называется вектор bac


 , который удовлетворяет следующим 
условиям: 

1) вектор c


 перпендикулярен векторам a


 и b


, т. е. ac


 , 

bc


 ; 
2) вектор c


 имеет длину, равную площади 

параллелограмма, построенного на векторах a


 и b


, т. е. 

sinbaс 


,                                     (3.19) 

где   – угол между векторами a


 и b


; 

3) векторы a


, b


, c


 образуют правую тройку (рисунок 3.16). 

 

 

 

 

 

 

а) б) 
Рисунок 3.15 
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Свойства векторного произведения векторов 

1. )( abba


 . 

2.      bababa


  . 

3.   cbcacba


 . 

4. Два ненулевых вектора коллинеарны тогда и только тогда, 
когда их векторное произведение равно нулевому вектору, т. е. 

0


 baba . 

Из определения векторного произведения и его свойств 

следуют соотношения между ортами i


, j


, k


: 

0


 kkjjii , 

kji


 , ikj


 , jik


 , 

kij


 , ijk


 , jki


 . 

Данные соотношения легко запомнить: если направление 

кратчайшего поворота от первого вектора ко второму совпадает с 
направлением стрелки (рисунок 3.17), то произведение равно 

третьему вектору, если не совпадает – третий вектор берется со 

знаком «минус». 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.16 

  

 

Рисунок 3.17 
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Если  321 ,, aaaa 


 и  321 ,, bbbb 


, то векторное 

произведение вектора a


 на вектор b


 находят по формуле 

321

321

bbb

aaa
kji

ba



 .                            (3.20) 

Используя векторное произведение, можно определять 

коллинеарность векторов,  находить площадь параллелограмма и 

треугольника, момент силы. 

1. Векторы  321 a,a,aa 


 и  321 b,b,bb 


 коллинеарны тогда 

и только тогда, когда их векторное произведение равно нулевому 

вектору: 

0

321

321






bbb

aaa
kji

.                               (3.21) 

(3.21) – условие коллинеарности векторов. 

2. Площадь параллелограмма .пS  и площадь треугольника 

.трS , построенных на векторах a


 и b


 (рисунок 3.16): 

baS .п


 ,                                      (3.22) 

baS .тр




2

1
,                                 (3.23) 

где ba


  – модуль векторного произведения  векторов a


 и b


. 

3. Пусть сила АВF 


 приложена в точке А, O – некоторая 

точка пространства (рисунок 3.18). Из физики известно, что 

моментом силы F


 относительно точки О называется вектор M


, 

который проходит через точку О и обладает следующими 

свойствами: 
1) перпендикулярен плоскости, проходящей через векторы 

ОА  и F


; 

2) его модуль равен произведению модуля силы на плечо 
ON  (кратчайшее расстояние от точки О до прямой АВ): 

sinOAFONFМ 


, где   – угол между F


 и OA ; 
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3) M


образует правую тройку с векторами OA  и F


. 

 
Таким образом, момент M


 силы F


 относительно точки О 

равен векторному произведению силы на вектор ОА : 

FOAM


 .                                     (3.24) 

Пример 3.14. Найдите площадь треугольника с вершинами 

в точках )1;2;1( А , )2;1;2(B , )1;3;2( C . 

Решение. Треугольник АВС можно рассматривать как 

треугольник, построенный на векторах AB и AC . 

Для определения площади треугольника АВС 

воспользуемся формулой (3.23): 

ACABSABC 
2

1
. 

Найдем координаты векторов AB , AC  и их векторное 

произведение, используя формулу (3.20). 

   1;3;112);2(1;12 AB ,  

   2;5;311);2(3;12 AC . 














53
31

23
11

25
13

253
131 kji
kji

ACAB




 

kji


1411  . 

318196112114)1()11( 222  ACAB ,  

А 

В 

 

О 

Рисунок 3.18 

 φ 

N 
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2

318
ABCS . 

Вопросы 

1. Что называется векторным произведением векторов? 
2. Каковы свойства векторного произведения? 

3. Как найти векторное произведение векторов, зная их 

координаты? 
4. Как найти  площади параллелограмма и треугольника, 

построенного на двух данных векторах? 

5. Чему равен момент силы? 

Задания 

1. Найди векторное произведение векторов a


 и b


, заданных 

своими координатами: 

а)  2;1;3 а


,  5;3;2 b


; 

б)  1;1;2 а


,  2;2;4 b


. 

Ответ: а)  7;19;11  ; б)  0;0;0 . 

2. На векторах  1;3;2а


 и  2;1;1b


, отложенных от 

одной точки, построен треугольник. Найти: 
а) площадь этого треугольника; 

б) длины его высот. 

Ответ: а) 
2

35
; б) 

14

3
5 , 

14

3
5 , 

2

5
. 

3. Раскрыть скобки и упростить выражение: 

а) )()()( kjikkijkji


 ; 

б) acbbcbaccbа


 )()()( ; 

в) )()()()2( bacbacba


 ; 

г) )(4)(3)(2 jikkijkji


 . 
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Ответ: а) ki

22  ; б) )(2 ca


 ; в) )( ca


 ; г) 0


. 

4. Вектор x


, перпендикулярный к векторам  3;2;4 а


 

и  3;1;0b


, образует с осью Oy  тупой угол. Зная, что 26x


, 

найти его координаты. 

Ответ:  8;24;6 x


. 

5. Вычислить синус угла, образованного векторами 

 1;2;2 а


 и  6;3;2b


. 

Ответ: 
21

175
sin . 

6. Даны вершины треугольника  )2;1;1( А , )2;6;5( В  и 

)1;3;1( С . Вычислить длину его высоты, опущенной из вершины 

В на сторону АС. 

Ответ: 5. 

7. Сила  2;4;3 Q  приложена к точке )2;1;2( С . 

Определить величину и направляющие косинусы момента этой 
силы относительно начала координат. 

Ответ: 15М


; 
3

2
cos , 

15

2
cos , 

15

11
cos .  

8. Найти площадь параллелограмма, построенного на 

векторах kjiа

32   и kjib


 . 

Ответ: 6S . 

9. Найти площадь треугольника с вершинами )3;2;1(А , 

)4;1;2(В  и )4;3;0( С . 

Ответ: 63S . 

3.4 Смешанное произведение векторов 

Смешанным произведением векторов a


, b


, c


 называется 

число, равное скалярному произведению одного из них на 
векторное произведение двух других, т. е. 
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  cbacba

 .                                  (3.25) 

Смешанное произведение трех векторов равно объему 
параллелепипеда, построенного на этих векторах, взятому со 

знаком «плюс», если эти векторы образуют правую тройку 

(рисунок 3.19), и со знаком «минус», если они образуют левую 
тройку. 

 

Свойства смешанного произведения векторов 

1. Смешанное произведение не меняется при перемене 
местами знаков векторного и скалярного умножения: 

   cbacba


 . 

2. Смешанное произведение не меняется при циклической 

перестановке его сомножителей: 

      bacacbcba

  или bacacbcba


 . 

3. Смешанное произведение меняет свой знак при перемене 

местами двух сомножителей: 

bcacba


 , cabcba


 , abccba


 . 

4. Смешанное произведение ненулевых векторов равно 

нулю тогда и только тогда, когда они компланарны: 

c,b,acba


 0  – компланарны. 

 

 

 

Рисунок 3.19 
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Если  321 ,, aaaa 


 и  321 ,, bbbb 


, то смешанное 

произведение равно определителю третьего порядка, 

составленного из координат векторов, т. е. 

321

321

321

ccc

bbb

aaa

cba 


.                                  (3.26) 

Используя смешанное произведение, можно определить 
взаимную ориентацию векторов в пространстве, компланарность 

векторов, объемы параллелепипеда и треугольной пирамиды 

(тетраэдра). 

1. Если 0cba


, то векторы a


, b


, c


 образуют правую 

тройку, если 0cba


, то левую. 

2. Векторы a


, b


, c


 компланарны тогда и только тогда, когда 

их смешанное произведение равно нулю: 

0

321

321

321



ccc

bbb

aaa

.                                 (3.27) 

(3.27) – условие компланарности векторов. 

3. Объем параллелепипеда, построенного на векторах a


, b


, c


 равен модулю смешанного произведения векторов: 

cbaV .п


 .                                          (3.28) 

4. Объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 

a


, b


, c


 равен  

cbaV .п.тр



6

1
 .                                     (3.29) 

Пример 3.15. Вершинами пирамиды являются точки 

)4;3;2(A , )1;1;0( B , )2;4;3(C , )2;0;2( D . Найдите объем 

пирамиды АВСD. 

Решение. Пирамиду АВСD можно рассматривать как 

треугольную пирамиду построенную на векторах AB , AC и AD  

(рисунок 3.20). Тогда по формуле (3.29) 
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ADACABVАВСD
6

1
 . 

Определим координаты векторов: 

   5;2;241;31;20 AB , 

   2;1;142;34;23 AC , 

   6;3;042;30;22 AD . 

 

Найдем смешанное произведение векторов, используя 

формулу (3.26), и объем пирамиды: 

2712121512
630
211
522






ADACAB , 

5427
6

1
,VABCD  . 

Вопросы 

1. Что называется смешанным произведением векторов? 

2. Каковы свойства смешанного произведения векторов? 

3. Как найти смешанное произведение векторов, зная их 
координаты? 

4. Какие векторы называются компланарными?  

5. Каково условие компланарности? 
6. Как найти объемы параллелепипеда и пирамиды, 

построенных на трех данных векторах? 

А 

В 

С 

D 

Рисунок 3.20 
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Задания 

1. Установить, компланарны ли векторы a


, b


, c


, если: 

а)  1;3;2 а


,  3;1;1 b


,  11;9;1 с


; 

б)  1;2;3 а


,  2;1;2b


,  2;1;3 с


. 

Ответ: а) да; б) нет.  

2. Даны вершины тетраэдра )1;3;2(А , )2;1;4( В , )7;3;6(С  

и )8;4;5( D . Найти длину его высоты, опущенной из вершины 

D. 

Ответ: 11. 

3. Объем тетраэдра 5V , три его вершины находятся в 

точках )1;1;2( А , )1;0;3(В , )3;1;2( С . Найти координаты 

четвертой вершины D, если известно, что она лежит на оси Oy. 

Ответ: )0;8;0(D  или )0;7;0( D . 

4. Доказать, что четыре точки )1;2;1( А , )5;1;0(В , 

)1;2;1(С  и )3;1;2(D  лежат в одной плоскости.  

5. Векторы 1a


, 2a


, 3a


 образуют правую тройку, взаимно 

перпендикулярны и 41 a


, 22 a


, 33 a


. Вычислить 321 aaa


. 

Ответ: 24. 

6. Заданы векторы  3;1;11 а


,  1;2;22 a


, 

 5;2;33 a


. Вычислить 321 aaa


. Какова ориентация троек: 

а) )( 321 aaa


; 

б) )( 312 aaa


; 

в) )( 231 aaa


? 

Ответ: 7321 aaa


; а) левая; б) правая; в) правая. 

7. Вычислить объем тетраэдра с вершинами в точках 

)5;3;2( А , )1;2;0(В , )3;2;2( С  и )4;2;3(D . 

Ответ: 6. 

8. Доказать тождество cbaaccbba


2))()((  .  
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4 АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ  

В ПРОСТРАНСТВЕ 

4.1 Прямоугольная система координат в пространстве. 

Основные задачи аналитической геометрии. 

Уравнения поверхности и линии в пространстве 

Прямоугольная система координат Oxyz в пространстве 
определяется заданием трех пересекающихся в одной точке О 

взаимно перпендикулярных осей Ox, Oy, Oz, и масштабной  
единицы измерения (рисунок 4.1). Точка О называется началом 

координат, Ox – осью абсцисс, Oy – осью ординат, Oz – осью 

аппликат. 

 
Координатами точки М в системе координат Oxyz 

называются числа x, y и z, являющиеся  координатами проекций 

точки на оси координат: М(x; y; z). Число x называется абсциссой 

точки М, число y – ординатой точки М, z – аппликатой точки М.  
В прямоугольной системе координат каждой точке M 

пространства соответствует единственная упорядоченная тройка 

чисел (x; y; z), и обратно, каждой упорядоченной тройке чисел 

);;( zyx  соответствует, и притом одна, точка М в пространстве. 

Плоскости Oxy, Oyz, Oxz называются координатными 

плоскостями. Они делят пространство на восемь частей, 

называемых октантами. 

x 

О 

Рисунок 4.1 

y 

z 

М 

x 

y 

z 
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Основными задачами аналитической геометрии в 

пространстве являются вычисление  расстояния между точками и 
нахождение координат точки, делящей отрезок в данном 

отношении. 
Расстояние d между двумя точками );;( 1111 zyxМ  и 

);;( 2222 zyxМ  вычисляется по формуле 

2

12

2

12

2

12 )()()( zzyyxxd  .                (4.1) 

Координаты точки М, делящей отрезок 21ММ  в 

отношении  определяются по формулам: 










1

21 xx
x , 










1

21 yy
y , 










1

21 zz
z .              (4.2) 

В частности, координаты середины отрезка определяются 

из (4.2) при 1 :  

2

21 xx
x


 , 

2

21 yy
y


 , 

2

21 zz
z


 .                     (4.3) 

Поверхность в пространстве задается как множество точек, 

обладающих только им присущим геометрическим свойством. 

Введение прямоугольной системы координат Oxyz позволяет 
определить поверхность в пространстве в виде уравнения, 

связывающего координаты точек поверхности. 

Уравнением поверхности в прямоугольной системе 
координат Oxyz называется уравнение с тремя переменными вида 

0);;( zyxF ,                                     (4.4) 

которому удовлетворяют координаты каждой точки, лежащей на 

поверхности, и не удовлетворяют координаты точек, не лежащих 

на поверхности. 
Переменные x, y, z в уравнении поверхности называются 

текущими координатами точек поверхности. 

Уравнение поверхности позволяет изучение 
геометрических свойств поверхности заменить исследованием его 

уравнения. Так, для того, чтобы узнать, лежит ли точка на 

поверхности, достаточно подставить координаты точки в 
уравнение поверхности: если координаты точки удовлетворяют 
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уравнению поверхности, то точка лежит на поверхности, если не 

удовлетворяют – не лежит. 
Линию в пространстве можно рассматривать как линию 

пересечения двух поверхностей или как множество точек, 

принадлежащих двум поверхностям (рисунок 4.2). 

Если 0);;(1 zyxF  и 0);;(2 zyxF  – уравнения двух 

поверхностей, определяющих линию L, то координаты точек этой 

линии удовлетворяют системе уравнений с тремя неизвестными: 









.0);;(

,0);;(

2

1

zyxF

zyxF
                                 (4.5) 

Уравнения (4.5) называются уравнениями линии в 

пространстве. 

 
Линию в пространстве можно рассматривать как 

траекторию движения точки (рисунок 4.3). 

 
В этом случае линию задают векторным уравнением: 

 

 

L 

y 

x 

z 

O 

Рисунок 4.2 

L 

y 

x 

z 

O 

Рисунок 4.3 
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)(trr


 .                                              (4.6) 

или параметрическими уравнениями проекций вектора 

(4.6) на оси координат: 














).(

),(

),(

tzz

tyy

txx

                                           (4.7) 

Пример 4.1. Найти длину отрезка АВ, если )3;12( А , 

)1;2;4(B . 

Решение.  

Длину отрезка АВ найдем как расстояние между двумя 
точками А и В по формуле (4.1): 

52543312214 22222  ))(()()(AB . 

Пример 4.2. Найти координаты середины отрезка АВ, если 

)3;2;1( А , )1;2;4(B . 

Решение.  

По формулам (4.3) получим 

52
2

41
,x 


 ;  2

2

22



y ,  1

2

13



z . 

)1;2;5,2( M  – середина отрезка АВ. 

Пример 4.3. Найти уравнение сферы  радиуса R с центром в 

точке );;( 000 zyxС . 

Решение.  

Сфера радиуса R с центром в точке С есть множество точек 

пространства );;( zyxM , находящихся от точки );;( 000 zyxС  на 

расстоянии R, т. е. ROM  .  

По формуле (4.1) найдем расстояние ОМ: 

2
0

2
0

2
0 )()()( zzyyxxOM  . 

Тогда 

22
0

2
0

2
0 )()()( Rzzyyxx  . 
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Получили уравнение сферы радиуса R с центром в точке С. 

Вопросы 

1. Как найти расстояние между двумя точками в 

пространстве? 

2. Каковы координаты точки, делящей отрезок в данном 
отношении  ?  

3. Как найти координаты середины отрезка? 

4. Что называют уравнением поверхности в пространстве? 
5. Каким образом определить, принадлежит ли точка 

поверхности или нет? 

6. Что называют уравнениями линии в пространстве? 
7. Каково векторное уравнение линии в пространстве?  

8. Каковы параметрические уравнения линии?  

4.2 Плоскость в пространстве 

Пусть задана в пространстве прямоугольная система 

координат Oxyz, и имеется плоскость  . 

Вектор  C;B;An 


, перпендикулярный плоскости  , 

называется нормальным вектором плоскости  . 

Уравнение плоскости с известным нормальным 

вектором  C;B;An 


, проходящей через данную точку 

);;( 0000 zyxМ , (рисунок 4.4), имеет вид 

0)()()( 000  zzCyyBxxA .                       (4.8) 

 

 

 
 

Рисунок 4.4 

• 
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Любая плоскость в заданной системе координат Oxyz 

определяется уравнением первой степени с тремя неизвестными x, y, 
z: 

0 DCzByAx .                                     (4.9) 

(4.9) – общее уравнение плоскости в пространстве. 

Частные случаи общего уравнения плоскости 

1. Если 0D , то уравнение 0 CzByAx  определяет 

плоскость, проходящую через начало координат. 

2. Если 0C , то плоскость  0 DByAx  параллельна оси 

Oz. 
3. Если 0B , то плоскость 0 DCzAx  параллельна оси 

Oy. 

4. Если 0A , то плоскость 0 DCzBy  параллельна оси 

Ox. 

5. Если 0 BA , то уравнение 0 DCz  определяет 
плоскость, параллельную плоскости Oxy. 

6. Если 0 CA , то уравнение 0 DBy  определяет 

плоскость, параллельную плоскости Oxz. 

7. Если 0 CB , то уравнение 0 DAx  определяет 

плоскость, параллельную плоскости Oyz. 

Если известны точки пересечения  плоскости с осями 

координат A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c), то уравнение плоскости 
(рисунок 4.5) имеет вид 

1
c

z

b

y

a

x
.                              (4.10) 

(4.10) – уравнение плоскости «в отрезках». Его обычно 

используют при построении плоскости. 
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Уравнение плоскости, проходящей через три данные 

точки );;( 1111 zyxМ , );;( 2222 zyxМ , );;( 3333 zyxМ  имеет вид 

0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

.                       (4.11) 

Под углом между плоскостями понимается один из 

двугранных углов, образованных этими плоскостями (рисунок 

4.6). 

 

Угол между плоскостями равен углу φ между их 

нормальными векторами  1111 ;; CBAn 


 и  2222 ;; CBAn 


 и 

определяется по формуле 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21

CBACBA

CCBBAA

nn

nn
cos









 


 .    (4.12) 

x 

y 

z 

A 

B 

C 

a 
b 

c 

Рисунок 4.5 

 

φ 

 

 
  

Рисунок 4.6 

φ 
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Для нахождения острого угла между плоскостями следует 

взять модуль числителя правой части формулы (4.12). 

Две плоскости 1  и 2  параллельны (рисунок 4.7) тогда и 

только тогда, когда коллинеарны их нормальные векторы 

 1111 ;; CBAn 


 и  2222 ;; CBAn 


. По условию коллинеарности 

векторов (3.11): 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 .                                (4.13) 

(4.13) – условие параллельности двух плоскостей. 

 

Две плоскости 1 и 2  перпендикулярны (рисунок 4.8) тогда 

и только тогда, когда перпендикулярны их нормальные векторы 

 1111 ;; CBAn 


 и  2222 ;; CBAn 


. По условию 

перпендикулярности векторов (3.15): 

0212121  CCBBAA .                          (4.14) 

(4.14) – условие перпендикулярности  двух плоскостей. 

Расстоянием от точки до плоскости называется длина 
перпендикуляра, опущенного из точки на плоскость (рисунок 4.9). 

 

Рисунок 4.7 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.8 

 

d 

Рисунок 4.9 
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Расстояние от точки );;( 0000 zyxМ  до плоскости  , 

заданной уравнением 0 DCzByAx , вычисляется по формуле 

222

000

CBA

DCzByAx
d




 .                          (4.15) 

Пример 4.4. Составить уравнение плоскости с нормальным 

вектором  2;3;1 n


, проходящей через точку )0;1;3( M . 

Решение.  

Воспользуемся уравнением плоскости с известным 
нормальным вектором и проходящей через данную точку (4.8). 

Получим 

0)0(2)1(3)3(  zyx , 

023  zyx . 

Пример 4.5. Найти уравнение плоскости, проходящей через 

три данные точки )5;1;4(),1;4;3(),0;2;1( 321  MMM . 

Решение.  

Воспользуемся уравнением плоскости, проходящей через 

три данные точки (4.11). Получим 

0

052114

012413

021







 zyx

, 

0
35

62

55

12
)2(

53

16
)1( 





 zyx , 

036)2(15)1(27  zyx , 

0191259  zyx . 

Пример 4.6. Найти угол между плоскостями 

0223:1  zyx  и 012:2  zyx . 

Решение. 

Нормальный вектор плоскости 1  – вектор  1;2;31 n


, 

нормальный вектор плоскости 2  – вектор  2;1;12 n


.  

Для определения угла между плоскостями используем 
формулу (4.12). Получим  
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14

21

212

3

84

3

2)1(1)1(23

21)1(213
cos

222222





 , 

24,1
14

21
arccos  (рад). 

Пример 4.7. Найти расстояние от точки )3;1;5(0M  до 

плоскости  , заданной уравнением 032  zyx . 

Решение. 

Воспользуемся формулой (4.15). 

Из уравнения плоскости координаты нормального вектора: 

2A , 1B , 1C . По условию  координаты точки: 50 x , 10 y

, 30 z .  

Получим 

5,4
6

611

6

11

)1(12

3311152

222





d . 

Пример 4.8. Найти уравнение плоскости 2 , проходящей 

через точку )4;2;1(M  и параллельной плоскости 

0132:1  zyx . 

Решение. 

 
Так как плоскости 1  и 2 параллельны, то нормальный 

вектор  1;3;2 n


 плоскости 1  перпендикулярен плоскости 2
, следовательно, является нормальным вектором плоскости 2  

(рисунок 4.10). Воспользуемся уравнением  плоскости (4.8), 
проходящей через данную точку )4;2;1(M  с известным 

нормальным вектором n


. Получим 

0412312  )z()y()x( , 

 

 

 

M 

Рисунок 4.10 

• 
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0432  zyx . 

Вопросы 

1. Какой вектор называется нормальным вектором плоскости? 

2. Напишите уравнение плоскости: 
а) проходящей через данную точку с заданным нормальным 

вектором; 

б) общее; 
в) «в отрезках»; 

г) проходящей через три данные точки. 

3. Каковы частные случаи общего уравнения плоскости? 
4. Как найти угол между двумя плоскостями? 

5. Каковы условия параллельности и перпендикулярности 

плоскостей? 
6. Как найти расстояние от точки до плоскости? 

Задания 

1. Составить уравнение плоскости, которая проходит через 

точку )1;1;2(0 M  и имеет нормальный вектор  3;2;1 n


. 

Ответ: 0332  zyx . 

2. Даны две точки )2;1;3(1 M  и )1;2;4(2 M . Составить 

уравнение плоскости, проходящей через точку 1M , 

перпендикулярно вектору 21MM . 

Ответ: 023  zyx . 

3. Написать уравнение плоскости, проходящей через точки 

1M  и 2M  параллельно вектору a


, если: 

а) )0;2;1(1M , )1;1;2(2M ,  1;0;3a


; 

б) )1;1;1(1M , )1;3;2(2 M ,  2;1;0 a


. 

Ответ: а) 0332  zyx ; б) 0122  zyx . 
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4. Написать уравнение плоскости, проходящей через три 

заданные точки 1M , 2M  и 3М , если  

а) )0;2;1(1M , )1;1;2(2M , )1;0;3(3M ; 

б) )1;1;1(1M , )2;1;0(2 M , )1;3;2(3 M . 

Ответ: а) 03  yx ; б) 012  yx . 

5. Установить, какие из следующих пар уравнений 

определяют параллельные плоскости: 

а) 07532  zyx  и 03532  zyx ; 

б) 05424  zyx  и 0122  zyx ; 

в) 023  zx  и 0762  zx . 

Ответ: а), в). 

6. Установить, какие из следующих пар уравнений 

определяют перпендикулярные плоскости: 

а) 0723  zyx  и 0239  zуx ; 

б) 0332  zyx  и 05  zyx ; 

в) 052  zyx  и 032  zx . 

Ответ: а) , б). 

7. Составить уравнение плоскости, которая проходит через 

точку )7;2;3(1 M  параллельно плоскости 0532  zx . 

Ответ: 02732  zx . 

8. Составить уравнение плоскости, которая проходит через 

две точки )2;1;1(1 M  и )1;1;3(2M  перпендикулярно к 

плоскости 0532  zyx . 

Ответ: 0924  zyx . 

9. Преобразовать следующие уравнения плоскостей к 
уравнениям в отрезках: 

а) 015532  zyx ; 

б) 0632  yx ; 

в) 0152 x . 
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Ответ: а) 1
3557





zy

,

x
; б) 1

23







yx
; в) 1

57


 ,

x
. 

10. Найти двугранные углы, образованные пересечением 

следующих пар плоскостей: 

а) 012  zyx  и 032  zyx ; 

б) 03  zy  и 02  zy ; 

в) 0236  zyx  и 01262  zyx . 

Ответ: а) 
3


 и 

3

2
; б) 

4


 и 

4

3
; в) 

2


. 

11. Вычислить расстояние между параллельными 
плоскостями: 

а) 01222  zyx  и 0622  zyx ; 

б) 014632  zyx  и 0211264  zyx ; 

в) 0922  zyx  и 021424  zyx . 

Ответ: а) 2; б) 0,5; в) 6,5.  

4.3 Прямая в пространстве 

Пусть задана в пространстве прямоугольная система 

координат Oxyz, и имеется прямая l. 
Общими уравнениями прямой в пространстве называется 

система уравнений двух непараллельных плоскостей, 

пересечением которых является прямая l (рисунок 4.11): 









.0

,0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
                          (4.16) 

 
Вектор l


называется направляющим вектором прямой l, 

если он параллелен прямой или лежит на ней. 

 

 

 
l 

Рисунок 4.11 
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Уравнения прямой с заданным направляющим вектором 

 p;n;ml 


, проходящей через данную точку );;( 0000 zyxМ  

(рисунок 4.12) имеют вид 

p

zz

n

yy

m

xx 000 






.                         (4.17) 

(4.17) – канонические уравнения прямой. 

Если ввести параметр 
p

zz

n

yy

m

xx
t 000 







 , 

то от уравнений (4.17) можно перейти к системе уравнений: 















.

,

,

0

0

0

ptzz

ntyy

mtxx

                                            (4.18) 

(4.18) – параметрические уравнения прямой. 

Уравнения прямой l, проходящей через две данные точки 
);;( 1111 zyxМ  и );;( 2222 zyxМ  имеют вид 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














.                     (4.19) 

Если две прямые пересекаются, то угол φ между прямыми 

равен углу между их направляющими векторами  1111 ;; pnml 


и 

 2222 ;; pnml 


 и вычисляется по формуле 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21

pnmpnm

ppnnmm

ll

ll
cos









 



 .        (4.20) 

Для нахождения острого угла между прямыми, числитель 
правой части формулы (4.20) следует взять по модулю. 

l 
l 

Рисунок 4.12 М0 
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Пример 4.9. Найти уравнения прямой, проходящей через 

точку )1;4;3( M  и параллельной вектору  5;2;4l


. 

Решение. 

Вектор  5;2;4l


 является направляющим вектором 

прямой. Воспользуемся каноническими уравнениями прямой 

(4.17) и получим: 

5

1

2

4

4

3 







 zyx
. 

Пример 4.10. Найти уравнения прямой, проходящей через 

две данные точки )2;3;4(1М  и )3;2;1(2 М . 

Решение. 

Воспользуемся уравнениями прямой (4.19). Получим 

23

2

32

3

41

4













 zyx
,  

1

2

5

3

5

4 









 zyx
. 

Пример 4.11. Составить канонические уравнения прямой, 

заданной общими уравнениями: 









.zyx

,zyx

05232

05
 

Решение. 

Для того, чтобы составить канонические уравнения прямой, 

необходимо знать координаты точки, лежащей на прямой, и 
направляющий вектор прямой. 

1 способ.  

Найдем координаты двух точек, лежащих на прямой.  
Определим точки пересечения прямой с координатными 

плоскостями как решения систем уравнений прямой и плоскостей.  

Точка пересечения с плоскостью Oyz )0( x : 














;x

,zyx

,zyx

0

05232

05
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












.x

,zy

,zy

0

523

0

 












;zz

,zy
,x

523

0
  












.z

,y
,x

1

1
0

 

)1;1;0(1 M . 

Точка пересечения с плоскостью Oxz )0( y : 














;y

,zyx

,zyx

0

05232

05

   












;y
,zx

,zx

0
0522

05
  












;y

,)x(x
,xz

0

05522
5

  



















.z

,y

,x

12

25

0
12

5

 











12

25
;0;

12

5
2M . 

Направляющим вектором прямой является вектор 



















12

13
;1;

12

5
1

12

25
);1(0;0

12

5
21MM . 

Запишем уравнения прямой, проходящей через точку 

)1;1;0(1 M , с направляющим вектором 









12

13
;1;

12

5
21MM , 

используя (4.17): 

12

13

1

1

1

12

5

0 







 zyx
, 

13

1

12

1

5









zyx
. 

2 способ. 

Направляющий вектор прямой l перпендикулярен 
нормальным векторам плоскостей, определяющих прямую 

(рисунок 4.13). Поэтому направляющий вектор l


 можно найти как 

векторное произведение нормальных векторов плоскостей 1n


 и 2n


. 
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









32
15

22
15

23
11

232
11521 kji
kji

nnl





 

kji


13125  . 

Найдем точку пересечения с одной из координатных 

плоскостей. )1;1;0(1 M  – точка пересечения с плоскостью Oyz 

(см. 1 способ).  
Составим канонические уравнения прямой, проходящей 

через точку 1M , с направляющим вектором l


 (4.17): 

13

1

12

1

5









zyx
. 

Пример 4.12. Определить косинус угла между прямыми: 









;zyx

,zyx

0422

054
  и  









.01922

,0266

zyx

zyx
 

Решение.  

Найдем направляющие векторы данных прямых как 
векторные произведения нормальных векторов образующих их 

плоскостей: 
















12
11

22
41

21
41

212
411211 kji
kji

nnl





 

)22(3366 kjikji


 , 

Рисунок 4.13 
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









22
61

92
61

92
66

922
661432 kji

kji
nnl





 

)kji(kji

2367142142  . 

Таким образом, направляющие векторы прямых: 

 1;2;21 l


 и  2;3;62 l


. 

Угол между прямыми найдем как угол между их 

направляющими векторами по формуле (4.20): 

21

4

4936144

213262
cos

21

21 










ll

ll




 . 

 

 
 

 

Вопросы 

1. Каковы общие уравнения прямой в пространстве? 

2. Какой вектор называется направляющим вектором 

прямой? 
3. Каковы уравнения прямой в пространстве: 

а) канонические; 

б) параметрические; 
в) проходящей через две данные точки? 

4. Как найти угол между двумя прямыми в пространстве? 

5. Каковы условия параллельности прямых в пространстве? 
6. Каковы условия перпендикулярности прямых в 

пространстве? 

Задания 

1. Даны две точки )5;3;1(М  и )9;8;7(K . Составить 

канонические и параметрические уравнения прямой, проходящей 

через данные точки М и K. 
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Ответ: 
4

9

5

8

6

7 





 zyx
; 












.tz

,ty
,tx

94

85
76

 

2. Составить канонические уравнения прямой, проходящей 

через точку )3;0;2(1 М  параллельно: 

а) вектору  5;3;2 a


; 

б) прямой 
1

1

2

2

5

1









 zyx
; 

в) оси Ox; 

г) оси Oy; 

д) оси Oz. 

Ответ: а) 
5

3

32

2 





 zyx
; 

б) 
1

3

25

2






 zyx
; 

в) 
0

3

01

2 


 zyx
; 

г) 
0

3

10

2 


 zyx
; 

д) 
1

3

00

2 


 zyx
. 

3. Составить канонические уравнения прямой, проходящей 
через две данные точки: 

а) )1;2;1(  , )1;1;3(  ; 

б) )0;1;3(  , )3;0;1(  . 

Ответ: а) 
2

1

3

2

2

1









 zyx
; 

б) 
31

1

2

3 zyx








. 

4. Составить канонические уравнения прямых: 

а) 








;zyx

,zyx

04523

0432
 



 143 

б) 








.06332

,05

zyx

zyx
 

Ответ: а) 
47

1

2

2 zyx






; 

б) 
13

1

17

1

6









zyx
. 

5. Доказать параллельность прямых: 

а) 
12

1

3

2 zyx








 и 









;zyx

,zyx

085

0
 

б) 












7

2
52

tz

,ty
,tx
 и 









;zyx

,zyx

023

023
 

в) 








;zyx

,zyx

03

013
 и 









.zyx

,zyx

0932

0152
 

6. Доказать перпендикулярность прямых: 

а) 
32

1

1

zyx





  и 









;zyx

,zyx

03832

0153
 

б) 












16

23
12

tz

,ty
,tx
 и 









.zyx

,zyx

0454

0242
 

в) 








,zyx

,zyx

0292

013
 и 









.zyx

,zyx

0222

0522
 

7. Найти острый угол между прямыми 
21

2

1

3 zyx








 и 

2

5

1

3

1

2 





 zyx
. 

Ответ: 60 . 

4.4 Прямая и плоскость в пространстве 
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Пусть задана в пространстве прямоугольная система 

координат Oxyz, имеются плоскость π и прямая l. 
Углом между прямой l и плоскостью π называется угол φ, 

образованный прямой и ее проекцией на плоскость (рисунок 4.14).  

 

Если заданы прямая 
p

zz

n

yy

m

xx
l 000:








 и плоскость 

0:  DCzByAx , то угол   между прямой l и плоскостью 

π определяется по формуле 

222222 pnmCBA

CpBnAm

nl

nl
)n,lcos(sin









 




 .  (4.21) 

Чтобы найти координаты точки пересечения прямой l и 

плоскости   (точка М на рисунке 4.14), надо перейти к 

параметрическим уравнениям прямой l и решить систему 
уравнений прямой l и плоскости  : 





















.0

,

,

,

0

0

0

DCzByAx

ptzz

ntyy

mtxx

                           (4.22) 

Для решения системы подставим x, y, z из первых трех 

уравнений в четвертое уравнение и получим уравнение с одной 

переменной t. Решив его, найдем значение параметра t, 
соответствующее точке пересечения прямой и плоскости. 

Подставив значение t в первые три уравнения системы, получим 

координаты точки пересечения прямой и плоскости. 
Прямая l и плоскость π параллельны тогда и только тогда, 

когда перпендикулярны направляющий вектор  p;n;ml 


 

 

 

l 

Рисунок 4.14 

М 
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прямой l и нормальный вектор  C;B;An 


 плоскости    (рисунок 

4.15). Из условия перпендикулярности векторов (3.15) следует 

0 CpBnAm .                                 (4.23) 

(4.23) – условие параллельности  прямой и плоскости. 

 

Прямая l и плоскость π перпендикулярны тогда и только 

тогда, когда коллинеарны направляющий вектор  p;n;ml 


 

прямой l и нормальный вектор  C;B;An 


 плоскости   (рисунок 

4.16). Из условия коллинеарности векторов (3.11) следует 

p

C

n

B

m

A
 .                                      (4.24) 

(4.24) – условие перпендикулярности прямой и плоскости. 

Пример 4.13. Найти угол между прямой  

2

1

1

1

3

2
:









 zyx
l  и плоскостью 073:  zyx . 

Решение.  
Направляющим вектором прямой l является вектор 

 2;1;3 l


, нормальный вектор плоскости  – вектор  3;1;1n


. 

Для определения угла между прямой и плоскостью 

воспользуемся формулой (4.21).  
Получим 

77

1544

1411

8

213311

231131

222222










)()(

)(
sin , 

 

 

l 

 

 

l 

 

  

Рисунок 4.15 Рисунок 4.16 
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70
77

1544
,arcsin  (рад). 

Пример 4.14. Найти уравнение плоскости  , проходящей 

через точку )0;1;3( M  и перпендикулярной прямой l: 

2

3

21

1






 zyx
. 

Решение. 

Направляющий вектор  2;2;1 l


 прямой l 

перпендикулярен плоскости  , следовательно, является 

нормальным вектором плоскости   (рисунок 4.17). 

 
Воспользуемся уравнением плоскости, проходящей через 

данную точку с известным нормальным вектором (4.8). Получим 

0)0(2)1(2)3(1  zyx , 

0122  zyx . 

Пример 4.15. Найти уравнение прямой l, проходящей через 

точку )4;2;1(M  и перпендикулярной плоскости 

0132:  zyx . 

Решение. 

Нормальный вектор  1;3;2 n


 плоскости   параллелен 

прямой l, следовательно, является направляющим вектором 

прямой l (рисунок 4.18). 

 M 
Рисунок 4.17 

l 
 

• 
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Воспользуемся каноническими уравнениями прямой (4.17).  
Получим 

1

4

3

2

2

1 







 zyx
. 

Пример 4.16. Найти точку пересечения прямой 

2

1

1

1

2
:







zyx
l  и плоскости 01932:  zyx . 

Решение. 

Перейдем к параметрическим уравнениям прямой и решим 

систему уравнений прямой и плоскости (4.22): 
















.01932

,12

,1
,2

zyx

tz

ty
tx

 

Подставим в последнее уравнение системы x, y, z из первых 

уравнений: 

019)12(3)1(22  ttt . 

Получим 2t  – значение параметра, соответствующее 

точке пересечения прямой и плоскости. Из первых трех уравнений 
системы находим координаты точки пересечения прямой и 

плоскости: 3,3,4  zyx . 

)3;3;4(M  – точка  пересечения прямой и плоскости. 

Пример 4.17. Написать уравнение плоскости, проходящей 

через параллельные прямые: 

 M 

l 

 

Рисунок 4.18 
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2

1

12

3 


 zyx
 и 

21

1

2

1 zyx






. 

Решение. 

Уравнение плоскости, проходящей через данную точку 

),,( 0000 zyxM  перпендикулярно нормальному вектору 

 CBAn ;;


, имеет вид (4.8) 

0000  )zz(C)yy(B)xx(A . 

 

Так как прямые 
2

1

12

3 


 zyx
 и 

21

1

2

1 zyx






 

принадлежат искомой плоскости (рисунок 4.19), то точки 

)1;0;3(1 M  и )0;1;1(2 M , через которые проходят эти прямые, 

также принадлежат плоскости, т. е. в качестве 0М  можно взять или 

точку 1М , или точку 2М .  

Нормальный вектор искомой плоскости можно найти как 

векторное произведение вектора 21MM  и направляющего вектора 

 2;1;2l


 данных прямых, т. е. 

lMMn


 21 . 

Найдем координаты вектора 21MM :  

   1;1;410;01;3121 MM . 

Получим 

 

 

 

 

Рисунок 4.19 
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









12
14

22
14

21
11

212
11421 kji
kji

lММn





 

kji

663  , т. е.  6;6;3 n


. 

Составим уравнение плоскости, используя (4.8): 

0160633  )z()y()x( , 

0122  zyx . 

Вопросы 

1. Как найти точку пересечения прямой и плоскости в 
пространстве? 

2. Как найти угол между прямой и плоскостью? 

3. Каково условие параллельности прямой и плоскости в 
пространстве? 

4. Каково условие перпендикулярности прямой и 

плоскости в пространстве? 

Задания 

1. Найти угол между прямой 
2

1

22

1









 zyx
 и 

плоскостью 01 zyx . 

Ответ: 
3

1
sin . 

2. Найти координаты точки K пересечения прямой 

4

3

3

2

2

1 





 zyx
 с плоскостью 0352  zyx . 

Ответ: 








7

9
;

7

5
;

7

1
K . 

3. Составить уравнение перпендикуляра, опущенного из 

точки )1;3;2(P  на плоскость 01123  zyx . 
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Ответ: 
2

1

1

3

3

2 





 zyx
. 

4. Найти проекцию точки )1;1;3( P  на плоскость 

03032  zyx . 

Ответ: )5;5;5( . 

5. Найти точку Q, симметричную точке )6;4;3( P  

относительно плоскости, проходящей через )5;1;6(1 M , 

)1;2;7(2 M , )1;7;10(3 M . 

Ответ: )2;2;1( Q . 

6. Вычислить расстояние от  точки )2;1;1( P  до прямой 

2

8

2

2

3

3









 zyx
. 

Ответ: 7. 

7. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

)1;2;1( Q  перпендикулярно прямой 








.zyx

,zyx

02

032
 

Ответ: 032  zyx . 

8. Составить уравнения перпендикуляра, опущенного из 

точки )1;2;3(Q  на прямую 
1

6

42




zyx
. 

Ответ: 
6

1

2

2

1

3 







 zyx
. 

9. Составить уравнение плоскости, проходящей через две 

параллельные прямые: 

2

3

2

3

3

2









 zyx
, 

2

3

2

2

3

1









 zyx
. 

Ответ: 01317202  zyx . 

10. Вычислить кратчайшее расстояние между двумя 
прямыми: 
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а) 
2

3

4

4

3

7









 zyx
 и 

1

2

4

5

6

21











 zyx
; 

б) 












12

4
42

tz

,ty
,tx
 и 













;tz

,ty
,tx

55

53
54

 

в) 
2

1

2

5

3

5









 zyx
 и 













.tz

,ty
,tx

2

2
96

 

Ответ: а) 13; б) 3; в) 7. 
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5 ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Задание 1. Вычислите определитель матрицы А (таблица 5.1). 

Указание. Рассмотрите решение примеров 1.4 и 1.5. Для 

проверки используйте примеры А.1 и Б.1 из приложений А и Б. 

Таблица 5.1 – Данные к заданию 1 

№ 
варианта А 

№ 

варианта 
А 

1 

















3151
0233
2154
1321

 8 
















5664
9326
8795
6563

 

2 



















0151
1132
1210
2112

 9 

















0353
1041
1250
5311

 

3 




















3482
5023
10311
1032

 10 
















1234
2123
3212
4321

 

4 






















6854
4275
3432
4295

 11 
















 2722
11652
13782
4341

 

5 
















1624
31366
3745
3533

 12 


















1561
2131
0162
3129

 

6 

















0323
1011
0241
5654

 13 





















1211
3132
1244
2214

 

7 
















2154
1543
5432
4321

 14 
















4251
2543
8455
3412
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Окончание таблицы 5.1 

№ 

варианта 
А 

№ 

варианта 
А 

15 
















5256
114310
7328
4127

 23 
















2531
3142
8381
4321

 

16 






















1423
2946
8724
4312

 24 
















1234
5335
3212
7533

 

17 
















3274
4555
3355
2156

 25 






















2546
2524
5372
4452

 

18 






















4786
5422
2243
71065

 26 






















3221
2573
9231
2472

 

19 



















271797
71282
3271
1864

 27 






















8677
9513
6344
4355

 

20 





















2465
3513
5723
3212

 28 






















8746
2432
4523
2532

 

21 






















910102
3452
16103
16123

 29 



















2361
82133
9231
12102

 

22 
















 2740
2637
2763
1331

 30 
















 7772
161153
10732
4321

 

 



 154 

Задание 2. Найдите произведение матриц А и В: 

























3531
5214
2432
1221

A ,  

























231

42

31

12

3

2

1

k

k

k

B . 

Значения 1k , 2k , 3k  даны в таблице 5.2. 

Указание. В случае затруднений обратитесь к решению 

примера 1.7. Для проверки используйте примеры А.2 и Б.2 из 
приложений А и Б. 

Таблица 5.2 – Данные к заданию 2 

№ 

варианта 1k  2k  3k  
№ 

варианта 1k  2k  3k  

1 –5 7 –3 16 –2 7 3 

2 2 5 –3 17 1 5 3 

3 –2 3 1 18 2 3 4 

4 4 3 –3 19 3 1 2 

5 2 3 –2 20 2 5 3 

6 4 –4 –3 21 1 2 7 

7 –1 –2 3 22 –3 –4 4 

8 2 –4 1 23 3 3 –4 

9 3 –5 2 24 5 4 2 

10 5 2 –3 25 3 –4 2 

11 1 3 –1 26 3 2 5 

12 2 2 –1 27 –1 0 4 

13 3 –4 5 28 0 –1 2 

14 2 –3 1 29 2 1 0 

15 3 4 3 30 –3 2 –1 
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Задание 3. Найдите матрицу, обратную к матрице А, и 

выполните проверку (таблица 5.3). 
Указание. Рассмотрите решение примера 1.8. Для контроля 

используйте примеры А.3 и Б.3 из приложений А и Б. 

Таблица 5.3 – Данные к заданию 3 

№ 
варианта А 

№ 

варианта 
А 

1 














121
013
276

 9 

















121
011
322

 

2 














431
214

212
 10 















223
011
324

 

3 

















221
313
432

 11 














453
564
112

 

4 














297
267
133

 12 














631
321
432

 

5 















323
254
234

 13 


















123
235
124

 

6 














254
291
256

 14 


















012
423
321

 

7 














110
769
162

 15 

















134
523
722

 

8 


















312
121
243

 16 



















441
344
436
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Окончание таблицы 5.3 

№ 
варианта А 

№ 

варианта 
А 

17 















761
111
496

 24 















554
342
443

 

18 














589
343
111

 25 














 323
762
556

 

19 














122
013
376

 26 
















512
235
423

 

20 














731
214

511
 27 















523
254
312

 

21 



















221
313
432

 28 















322
225
313

 

22 
















512
123
221

 29 
















125
251
135

 

23 














230
494
379

 30 


















375
254
132
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Задание 4. Решите систему уравнений по формулам 

Крамера (таблица 5.4). 

Указание. Обратитесь к решению примера 1.10. Для проверки 

можно использовать примеры А.5 и Б.4 из приложений А и Б. 

Таблица 5.4 – Данные к заданию 4 

№ 
варианта Система уравнений 

№ 
варианта Система уравнений 

1 













.623

,132

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 8 













.325

,642

,123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

2 













.92

,6243

,12423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 9 













.534

,2

,4638

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3 













.12638

,2

,934

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 10 













.39114

,2457

,33432

31

21

321

xx

xx

xxx

 

4 













.74

,3357

,12432

31

321

321

xx

xxx

xxx

 11 













.22523

,2045

,64

321

32

321

xxx

xx

xxx

 

5 













.344

,42

,322

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12 













.722

,113

,432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

6 













.102

,9243

,21423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 13 













.132

,12432

,5523

321

321

31

xxx

xxx

xxx

 

7 













.82

,1122

,1944

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 14 













.42

,644

,022

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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Окончание таблицы 5.4 

№ 

варианта 
Система уравнений 

№ 

варианта 
Система уравнений 

15 













.2244

,112

,822

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 23 













.15243

,205

,932

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

16 













.35

,1243

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 24 













.1024

,53

,9653

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

17 













.1924

,36653

,43

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 25 













.1642

,825

,113

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

18 













.1942

,1125

,93

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 26 













.123

,032

,432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

19 













.823

,1632

,1232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 27 













.8523

,16432

,1432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

20 













.11423

,42

,11243

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 28 













.932

,1343

,1565

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

21 













.1943

,14523

,64

321

321

21

xxx

xxx

xx

 29 













.932

,63

,16425

321

31

321

xxx

xx

xxx

 

22 













.12323

,144

,2752

321

21

321

xxx

xx

xxx

 30 













.2053

,9324

,1742

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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Задание 5. Найдите общее решение системы линейных 

уравнений (таблица 5.5). Укажите какое-либо частное решение и 
одно из базисных решений. 

Указание. Рассмотрите решение примера 1.13. 

Таблица 5.5 – Данные к заданию 5 

№ 
варианта Система уравнений 

1 
















.1493822

,632533

,63422

,4323

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

2 
















.134396

,998569

,133873015

,266475

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

3 
















.227458

,744854

,293514

,635756

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

4 
















.1262349

,13263

,8625203

,23934215

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

5 
















.532527

,464745

,732211

,864413

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

6 
















.6457

,4753

,743235

,65233

54321

5321

54321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx
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Продолжение таблицы 5.5 

№ 
варианта Система уравнений 

7 
















.53311

,5323

,2226

,75433

54321

54321

4321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxxx

 

8 
















.174242

,743624

,12

,23

54321

54321

4321

5321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxx

 

9 
















.633242

,11472

,534563

,4232

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

10 
















.764357

,43235

,53248

,1096579

54321

54321

5321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxxx

 

11 
















.856274

,103392

,679356

,05936

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

12 
















.662257

,793489

,26267

,3344

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

13 
















.33423

,45734

,74525

,371065

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx
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Продолжение таблицы 5.5 

№ 
варианта Система уравнений 

14 
















.71017532

,4222

,232

,3232

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

15 
















.23363

,44111255

,1232

,1432

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

16 
















.11177142

,1755104

,122

,122

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

17 
















.375554

,243333

,02

,12

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

18 
















.22252

,1223

,1322

,02

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

19 
















.2223

,363245

,9634813

,1422

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

20 
















.811732

,12224

,101595510

,586348

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx
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Продолжение таблицы 5.5 

№ 
варианта Система уравнений 

21 
















.563234

,44223

,04232

,12732

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

22 
















.12433

,24

,22

,5223

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

23 
















.585723

,27523

,65372

,423

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

24 
















.75322

,12532

,4343

,2232

54321

54321

54321

5321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxx

 

25 
















.12

,132

,12

,02432

5432

4321

5321

54321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxx

 

26 
















.34532

,2311873

,8532

,324532

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

27 
















.164523

,33242

,7322

,29632

54321

54321

5421

54321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxxx
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Окончание таблицы 5.5 

№ 
варианта Система уравнений 

28 
















.24

,12574

,23

,3332

54321

54321

5321

4321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxx

 

29 
















.13244

,332222

,13

,56453

5421

54321

321

54321

xxxx

xxxxx

xxx

xxxxx

 

30 

















.7233

,123

,42

,4355

4321

5421

54321

5431

xxxx

xxxx

xxxxx

xxxx

 

Задание 6. Даны координаты вершин треугольника ABC 

(таблица 5.6). Найдите: 
1) уравнение стороны AB; 

2) уравнение высоты CH и ее длину; 

3) уравнение медианы AM и ее длину; 
4) точку N пересечения медианы AM и высоты CH; 

5) уравнение прямой, проходящей через вершину C 
параллельно стороне AB; 

6) внутренний угол В треугольника ABC. 

Указание. Воспользуйтесь решением следующих примеров: 
1) пример 2.9;                                       4) пример 2.15; 

2) примеры 2.13, 2.14;                         5) пример 2.12; 

3) примеры 2.3, 2.9;                             6) пример 2.11. 

Таблица 5.6 – Данные к заданию 6 

№ 

вар. 
A B C 

№ 

вар. 
A B C 

1 (–2; 4) (3; 1) (10; 7) 2 (6; –9) (10; –1) (–4; 1) 

Окончание таблицы 5.6 
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№ 

варианта 
A B C 

№ 

варианта 
A B C 

3 (–3; –2) (14; 4) (6; 8) 17 (4; 1) (–3; –1) (7; –3) 

4 (1; 7) (–3; –1) (11; –3) 18 (–4; 2) (6; –4) (4; 10) 

5 (1; 0) (–1; 4) (9; 5) 19 (3; –1) (11; 3) (–6; 2) 

6 (1; –2) (7; 1) (3; 7) 20 (2; 5) (–7; 4) (5; –5) 

7 (–2;–3) (1;6) (6;1) 21 (–1; –4) (9; 6) (–5; 4) 

8 (–4; 2) (–6; 6) (6; 2) 22 (10; –2) (4; –5) (–3; 1) 

9 (4; –3) (7; 3) (1; 10) 23 (–3; –1) (–4; –5) (8; 1) 

10 (4; –4) (8; 2) (3; 8) 24 (–2; –6) (–3; 5) (4; 0) 

11 (–3; –3) (5; –7) (7; 7) 25 (–7; –2) (3; –8) (–4; 6) 

12 (1; –6) (3; 4) (–3; 3) 26 (0; 2) (–7; –4) (3; 2) 

13 (–4; 2) (8; –6) (2; 6) 27 (7; 0) (1; 4) (–8; –4) 

14 (–5; 2) (0; –4) (5; 7) 28 (1; –3) (0; 7) (–2; 4) 

15 (4; –4) (6; 2) (–1; 8) 29 (–5; 1) (8; –2) (1; 4) 

16 (–3; 8) (–6; 2) (0; –5) 30 (2; 5) (–3; 1) (0; 4) 

Задание 7. Постройте область решений системы неравенств 

(таблица 5.7). 

Указание. Рассмотрите решение примера 2.16. 

Таблица 5.7 – Данные к заданию 7 

№ 

варианта 
Система неравенств 

№ 

варианта 
Система неравенств 

1 













.052

,0407

,01543

yx

yx

yx

 2 













.0162

,0237

,0843

yx

yx

yx
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№ 

варианта 
Система 

неравенств 
№ 

варианта 
Система неравенств 

3 













.092

,0427

,0743

yx

yx

yx

 12 













.062

,0637

,0243

yx

yx

yx

 

4 













.042

,0182

,01634

yx

yx

yx

 13 













.0102

,0152

,02534

yx

yx

yx

 

5 













.032

,0247

,02943

yx

yx

yx

 14 













.042

,0327

,02243

yx

yx

yx

 

6 













.0172

,0217

,0143

yx

yx

yx

 15 













.032

,0847

,01143

yx

yx

yx

 

7 













.032

,0112

,0734

yx

yx

yx

 16 













.052

,0202

,02034

yx

yx

yx

 

8 













.0112

,0437

,0343

yx

yx

yx

 17 













.0102

,0657

,01043

yx

yx

yx

 

9 













.092

,0277

,01743

yx

yx

yx

 18 













.yx

,yx

,yx

0152

0967

0843

 

10 













.0102

,0107

,01043

yx

yx

yx

 19 













.032

,0547

,0943

yx

yx

yx

 

11 













.072

,0142

,01834

yx

yx

yx

 20 













.052

,0102

,01034

yx

yx

yx
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№ 

варианта 
Система неравенств 

№ 

варианта 
Система неравенств 

21 













.0152

,0787

,01243

yx

yx

yx
 26 














.052

,0257

,02543

yx

yx

yx

 

22 













.032

,092

,0734

yx

yx

yx

 27 













.0527

,0142

,0834

yx

yx

yx

 

23 













.022

,0767

,0443

yx

yx

yx

 28 













.0132

,0147

,01943

yx

yx

yx

 

24 













.0162

,0237

,0843

yx

yx

yx

 29 













.092

,0577

,0343

yx

yx

yx

 

25 













.042

,072

,01134

yx

yx

yx

 30 













.01337

,02994

,032

yx

yx

yx

 

Задание 8. Составьте уравнение линии, для каждой точки 

которой отношение расстояний до точки А и прямой l равно ε 

(таблица 5.8). Постройте линию. 

Указание. Обратитесь к решению примера 2.4. 

Таблица 5.8 – Данные к заданию 8 

№ 

варианта 
А l ε 

№ 

варианта 
А l ε 

1 (2; 0) 8x  0,5 5 (–8; 0) 2x  2 

2 (4; 0) 1x  2 6 (–2; 0) 2x  1 

3 (2; 0) 2x  1 7 (1; 0) 4x  0,5 

4 (–3; 0) 12x  0,5 8 (2; 0) 5,0x  2 
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№ 

варианта 
А l ε 

№ 

варианта 
А l ε 

9 (0; 4) 4y  1 20 (5; 0) 8,1x  
3

2
1  

10 (–4; 0) 25,6x  0,8 21 (0; 3) 3y  1 

11 (–5; 0) 2,3x  1,25 22 (–16; 0) 25x  0,6 

12 (0; –4) 4y  1 23 (–10; 0) 6,3x  
3

2
1  

13 (3; 0) 
3

1
8x  0,6 24 (0; –3) 3y  1 

14 (10; 0) 4,6x  1,25 25 (18; 0) 50x  0,6 

15 (5; 0) 5x  1 26 (15; 0) 4,5x  
3

2
1  

16 (–8; 0) 5,12x  0,8 27 (6; 0) 6x  1 

17 (–15; 0) 6,9x  1,25 28 (–6; 0) 
3

2
16x  0,6 

18 (–5; 0) 5x  1 29 (–25;0) 16x  1,25 

19 (9; 0) 25x  0,6 30 (0; –6) 6y  1 

Задание 9. Определите вид кривой второго порядка и 

постройте ее (таблица 5.9). 

Указание. Рассмотрите решение примеров 2.17, 2.18, 2.19. 

Таблица 5.9 – Данные к заданию 9 

№ 

варианта 
Уравнение линии 

1 01615464916 22  yxyx  

2 0328162  yxy  

3 03864 22  yxyx  

4 043161849 22  yxyx  

Окончание таблицы 5.9 
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№ 

варианта 
Уравнение линии 

5 0482  xyy  

6 08844 22  yxyx  

7 03673290169 22  yxyx  

8 05262  yxx  

9 04954894 22  yxyx  

10 039150322516 22  yxyx  

11 04242  yxx  

12 01751502516 22  yyx  

13 0891864916 22  yxyx  

14 0336122  yxy  

15 011618100925 22  yxyx  

16 016844 22  yxyx  

17 04842  yxx  

18 014798449 22  xyx  

19 018110072259 22  yxyx  

20 011642  yxy  

21 0923236169 22  yxyx  

22 01755040254 22  yxyx  

23 0164122  yxx  

24 0156100962516 22  yxyx  

25 01001001602516 22  yxyx  

26 032882  yxx  

27 08403649 22  yxyx  

28 0809294504925 22  yxyx  

29 0296102  yxy  

30 0444961961649 22  yxyx  

Задание 10. Дано уравнение линии в полярной системе 

координат (таблица 5.10). Постройте линию. 
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Указание. Обратитесь к решению примера 2.22. 

Таблица 5.10 –Данные к заданию 10 

№ 

варианта 
Уравнение линии 

№ 

варианта 
Уравнение линии 

1  sin1  16  22cos  

2  cos 2  17 )sin(   12  

3  cos2  18  cos24   

4  2sin  19  cos3  

5  cos1  20  22sin  

6  sin 2  12 )cos(   12  

7  sin2  22  sin23  

8  2cos  23  sin3  

9  sin1  24  22cos  

10  cos 2  25 )sin(   12  

11  cos2  26  cos23  

12  24sin  27  cos3  

13  cos1  28  22sin  

14  sin 2  29 )cos(   12  

15  sin4  30  sin23  

Задание 11. Постройте линию, заданную 

параметрическими уравнениями (таблица 5.11). Перейдите от 

параметрических уравнений к уравнению вида 0);( yxF . 

Указание. Рассмотрите решение примера 2.6. 

 

Таблица 5.11 – Данные к заданию 11. 
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№ 

варианта 
Уравнения линии 

№ 

варианта 
Уравнения линии 

1 







14

2

ty
,tx  13 







ty
,tx

5
5

 

2 






ty
,tx

3
3

 14 







2)1(

,3

ty

tx
 

3 








22ty

,tx
 15 









tsiny

,tcosx
2

3
 

4 








tsiny

,tcosx
3

3

3

3
 16 








4

,2

ty

tx
 

5 







2
2
ty
,x t

 17 







1
3
ty
,x t

 

6 











tty

,
t

x

2
2  18 








22

2

ty

,tx
 

7 











t
y

,tx
1

2

 19 








tcosy

,tsinx
2

2
 

8 







ty
,tx

1

4

 20 







tcosy
,tsinx

2
 

9 








tty

,tx
3

2

 21 








tsiny

,tcosx
2

2

3

3
 

10 







tsiny
,tcosx

4
4

 22 







tsiny
,tcosx

2
2

 

11 








ty

,)t(x

2

1 2

 23 








tsiny

,tcosx
2

2

2

2
 

12 







2

3

ty

,tx
 24 












ty

,
t

x

2

1

 

 

 

Окончание таблицы 5.11 
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№ 

варианта 
Уравнения линии 

№ 

варианта 
Уравнения линии 

25 






3

1 2

ty
,tx  28 








21

3

ty

,tx
 

26 







.tcosy
,tsinx 2

 29 







3

5

ty

,tx
 

27 







.ty
,tx
7

3

 30 











t
y

,tx
1

12

 

Задание 12. Дана пирамида с вершинами в точках А, В, С и 
D (таблица 5.12).Определите: 

1) площадь грани АВС; 

2) угол между ребрами АВ и АD; 
3) перпендикулярны ли ребра DA и DB; 

4) проекцию вектора АВ  на вектор AC ; 

5) объем пирамиды АВСD; 

6) уравнение грани АВС; 

7) уравнение высоты DH и ее длину; 
8) уравнение ребра АС и его длину. 

Указание. Обратитесь к решению следующих примеров: 

1) пример 3.14;                                5) пример 3.15; 
2) пример 3.11;                                6) пример 4.5; 

3) пример 3.13;                                7) примеры 4.15, 4.7; 

4) пример 3.12;                                8) примеры 4.10, 4.1. 

Таблица 5.12 – Данные к заданию 12 

№ 

варианта 
A B C D 

1 (1; –3; 1) (2; 2; –3) (–3; 3; –3) (–2; 0; –4) 

2 (1; –1; 6) (4; 5; –2) (–1; 3; 0) (6; 1; 5) 

3 (1; 2; 7) (–1; –2; 3 (4; 3; 0) (0; 7; 7) 

Продолжение таблицы 5.12 

№ A B C D 
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варианта 

4 (4; 0; 0) (5; 2; 0) (2; 5; 0) (1; 2; 4) 

5 (–4; 5; –5) (–3; 3; –3) (7; 7; 5) (4; 9; 3) 

6 (–2; 3; –2) (2; –3; 2) (2; 2; 0) (1; 5; 5) 

7 (1; 0; 8) (–2; 4; 5) (0; 3; 8) (1; 2; –5) 

8 (4; –3; –2) (2; 2; 3) (2; –2; –3) (–1; –2; 13) 

9 (5; 1; 0) (7; 0; 1) (2; 1; 4) (5; 5; 3) 

10 (4; 2; –1) (3; 0; 4) (0; 0; 4) (5; –1; –3) 

11 (0; 0; 2) (2; 0; 5) (1; 1; 0) (4; 1; 2) 

12 (–1; 2; 3) (3; 0; 5) (2; –1; 4) (7; 3; 0) 

13 (1; 2; 0) (4; 1; 2) (0; 0; 2) (3; 0; 5) 

14 (4; 1; 2) (1; 1; 0) (3; 0; 5) (0; 0; 2) 

15 (0; 2; 3) (–1; 4; 2) (7; 3; 7) (2; 5; 0) 

16 (1; 5; 5) (–4; 3; –2) (2; –3; 2) (2; 2; 0) 

17 (1; 3; 3) (1; –1; 1) (0; 2; 4) (4; 2; –3) 

18 (1; –1; 2) (2; 1; 1) (1; 1; 4) (3; 6; 4) 

19 (1; –3; 2) (5; 1; –4) (2; 0; 3) (1; –5; 2) 

20 (4; 2; –1) (3; 0; 4) (0; 0; 4) (5; –1; 3) 

21 (–1; 3; –1) (3; –2; 3) (3; 3; –3) (2; 0; 4) 

22 (1; –2; 4) (6; –1; 4) (4; 3; 8) (3; –4; 10) 

23 (2; –3; 2) (–2; 3; –2) (–2; –2; 0) (–1; –5; –5) 

24 (–3; 3; 3) (6; –1; 4) (0; 8; 7) (–1; 1; 9) 

 

Окончание таблицы 5.12 

№ A B C D 



 173 

варианта 

25 (–4; –2; 1) (–3; 0; –4) (0; 0; –4) (–5; 1; 3) 

26 (0; 2; 0) (–2; 5; 0) (–2; 2; 6) (0; 5; 8) 

27 (0; 1; 1) (–2; 4; 1) (–2; 1; 7) (0; 4; 9) 

28 (1; 1; 1) (–1; 4; 1) (–1; 1; 7) (1; 4; 9) 

29 (1; 2; 0) (–1; 5; 0) (–1; 2; 6) (1; 5; 8) 

30 (0; 1; 0) (–2; 4; 0) (–2; 1; 6) (0; 4; 8) 
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Приложение А 

Примеры решения задач линейной алгебры  

с помощью программы «MathСАD» 

Раскройте последовательно окна: «Вид»  «Панели» → 

«Математика» (рисунок А.1). На панели «Математика» найдите 
значок матрицы и раскройте панель «Матрицы». На ней с 

помощью символов указаны возможные действия: вставка 

матрицы, вычисление определителя матрицы, транспонирование 
матрицы, нахождение обратной матрицы и другие. 

Дополнительно на панели «Математика» найдите и раскройте 

окно «Калькулятор». 

 

Рисунок А.1 

Пример А.1. Вычислить определитель матрицы 





















512
321
124

A . 

Решение. 
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Введите имя матрицы – А и символ определения значения 

(символ «:=» с панели «Калькулятор»), на панели «Матрицы» 
откройте окно «Вставка матрицы» и задайте число строк и 

столбцов матрицы, затем нажмите «ОK». В результате появится 

шаблон матрицы. Введите значения элементов матрицы, 
используя либо клавиатуру, либо панель «Калькулятор» (рисунок 

А.2). 

На новой строке наберите имя матрицы – А, затем на панели 

«Матрицы» найдите значок «  », обозначающий вычисление 

определителя, и щелкните по нему. Затем выполните операцию 

вычисления, нажимая «=» на клавиатуре или на панели 

«Калькулятор». После знака равенства появится значение 

определителя матрицы А (рисунок А.2).  

 

Рисунок А.2 

Пример А.2. Найти произведение матриц А и В, если 





























14
53
12

,
201
124

BA . 

Решение.  
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Введите матрицы А и В. На новой строке наберите BA  , 

используя символ умножения «×» с панели «Калькулятор», и знак 
«=». Появится произведение матриц А и В.  

Решение имеет вид: 









































110
510

14
53
12

:
201
124

:

BA

BA

 

Пример А.3. Найти обратную матрицу к матрице А: 


















112
131
204

A . 

Решение. 

Введите матрицу А. На новой строке наберите имя матрицы 

A. На панели «Матрица» найдите значок « 1 » и щелкните по 

нему, затем нажмите «=». В результате будет выведена матрица, 

обратная матрице А. Решение имеет вид: 








































667,0222,0278,0
333,444,0056,0
333,0111,0111,0

112
131
204

:

1A

A

 

Если необходимо восстановить вид присоединенной 

матрицы, то можно поступить следующим образом: обе части 

равенства 
  A

A
A

11
 умножим на A  и получим 1  AAA : 



















 

1245
681
622

1AA  

Пример А.4. Определите ранг матрицы 
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






















1353
2345
1231
0124

А . 

Решение. 

Введите матрицу А. На новой строке наберите с клавиатуры 

«rank(A)» и знак «=». В результате выводится ранг матрицы А.  

Решение имеет вид: 

3)(

1353
2345
1231
0124

:


























Arank

А
 

Пример А.5. Решите систему линейных уравнений 

матричным методом 














.72

,23

,824

321

321

31

xxx

xxx

xx

 

Решение. 

Введите матрицу системы А и матрицу-столбец свободных 

членов В. Определите матрицу-решение BAX  1: . На новой 

строке укажите имя матрицы-решения X и нажмите «=».  
Решение имеет вид: 



































7
2

8
:

112
131
204

: BA  

BAX  1:  


















2
1
3

X  
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Приложение Б 

Примеры решения задач линейной алгебры  

с помощью приложения «Microsoft Office» – «Excel». 

Общие принципы работы программы: 

- данные задач (подлежащие обработке) должны быть 
представлены таблицей чисел одной или нескольких, в частности, 

таблица может состоять только из одной ячейки; 

- результатом решения задачи (подзадачи) является таблица 
или число – таблица из одной ячейки; 

- ячейки, куда предполагается вывести результат операции 

(значение функции) должны быть выделены,  выделение 
осуществляется обычно мышкой при нажатой левой кнопке; 

- после выделения ячеек для выведения результата 

необходимо вызвать одну из встроенных  функций через меню: 

«Вставка»   «Функция», а в предложенном диалоговом окне  

выбрать в поле «Категория:» «Математические» (рисунок Б.1); 

 

Рисунок Б.1 
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- заполнить предлагаемые поля ввода, выделив с помощью 

мышки нужные для исполняемой операции массивы чисел – 
предварительно подготовленные таблицы чисел; 

- если результат операции одно число, то просто нажать ОК, 

если же результат – таблица, то ОК нажимают, удерживая 
одновременно клавиши <Ctrl>  и <Shift> . 

Пример Б.1. Найти определитель матрицы 
















510
754
321

A . 

Решение. 

1. Заполните таблицу размерности 3×3 данными числами, по 
одному числу в каждой ячейке (между ячейками нет пустых 

ячеек). Таблицу можно расположить в любом месте рабочего 

листа, например в ячейках А1–С3. 

1 2 3 

4 5 7 

0 1 5 

2. Активизируйте мышкой клетку, куда будет выводиться 
результат, например B5. 

3. Выберите в меню «Вставка»  «Функция…». Появится 

диалоговое окно. В нем в поле «Категория:» (по умолчанию 
предлагается «10 недавно использовавшихся») выберите 

«Математические». В поле «Выберите функцию:» выберите 

«МОПРЕД». Нажмите ОК. 

4. В новом появившемся окне требуется указать массив 

чисел (указать расположение таблицы, матрицы, чей определитель 

вычисляется).  Для этого в видимой части рабочего листа, вне 
выпавшего окна запроса, мышкой выделяют все ячейки 

расположения матрицы (щелкают левой клавишей мыши по ее 
левому верхнему углу, и, не отрывая левой клавиши, указатель 

мыши двигают в правый нижний угол). При этом вся матрица 

выделяется пунктирной линией, а в окне запроса появляется 
запись, в нашем примере, «A1:C3». 
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5. Нажмите ОК. В отведенной для результата ячейке, в 

примере «В5», появится число "" 10  – определитель матрицы, т. 

е. 10А . 

Пример Б.2. Найти произведение двух матриц DС  , если 



















502

654

321

С , 















230
125
410

D . 

Решение. 

1. Выделите ячейки под результат – матрицу размера 3×3, 
например, А10–С12. 

2. Выберите в меню «Вставка»  «Функция…». Появится 

диалоговое окно. В нем в поле «Категория:» выберите 
«Математические». В поле «Выберите функцию:» выберите 

«МУМНОЖ». Нажмите ОК. 

3. В новом появившемся окне требуется указать два массива 
чисел (указать расположение умножаемых матриц).  В выпавшем 

диалоговом окне активизируйте первое поле запроса «Массив 1», 

затем на рабочем листе мышкой выделите ячейки матрицы С (в 
поле ввода появится, в нашем примере, «A1:C3». Аналогично 

активизируйте второе поле «Массив 2» и на рабочем листе 

выделите ячейки матрицы D (в поле ввода отобразится, в примере, 
«А6:С8»). 

4. ОК нажмите удерживая одновременно клавиши <Ctrl>  и 

<Shift>. 

По приведенным данным результатом умножения будет 

матрица 















2130
333225
121410

. 

Пример Б.3. Найти обратную матрицу к матрице 
















510
754
321

A  
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Решение. 

1. Заполните таблицу 3×3 данными числами. Для примера 

расположите ее в ячейках А1–С3 рабочего листа. 

2. Выделите мышкой клетки, куда будет выводиться 
результат, например А6–С8. 

3. Выберите в меню «Вставка»  «Функция…». Появится 

диалоговое окно. В нем в поле «Категория:» выберите 
«Математические». В поле «Выберите функцию:» выберите 

«МОБР». Нажмите ОК. 

4. В новом появившемся окне требуется указать массив 
чисел (указать расположение таблицы, матрицы, для которой 

вычисляется обратная).  Для этого в видимой части рабочего 

листа, вне выпавшего окна запроса, мышкой выделяют все ячейки 
расположения матрицы. При этом вся матрица выделяется 

пунктирной линией, а в окне запроса появляется запись, в нашем 

примере,  «A1:C3». 

5. ОК нажмите, удерживая одновременно клавиши <Ctrl>  и 

<Shift>. 

В отведенных для результата ячейках, в примере А6–С8, 
появится матрица 

-1,8 0,7 0,1 

2 -0,5 -0,5 

-0,4 0,1 0,3 

Таким образом, 





















301040
50502
107081

1

,,,
,,
,,,

А  

Замечание. Из формулы для вычисления обратной матрицы
1A  для матрицы А третьего порядка  
















332313

322212

312111
1 1

ААА
ААА
ААА

А
A  

следует: 
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АA
ААА
ААА
ААА















1

332313

322212

312111
. 

Значит, можно найти присоединенную матрицу. Для этого 

нужно полученную в примере 2 матрицу 1А  (в ячейках А6–С8) 

умножить на найденное в примере А.1 число А  (в ячейке В5). 

1. Выделите ячейки под результат – матрицу размера 3×3, 

например, E6–G8. 

2. Наберите в строке формул (поле, с названием fx , 
расположенное ниже основного меню, в верхней части окна) «=» 

и выделите мышкой таблицу, где расположена обратная матрица, 

(при этом в строке формул появится запись «=A6:C8») наберите 
«*» и выделите ячейку, где располагался определитель матрицы (в 

строке формул появится «=A6:C8*B5» 

3. ОК нажмите, удерживая одновременно клавиши <Ctrl>  и 
<Shift>. 

Пример Б.4. Решить систему матричным методом 















.25

,8754

,332

zy

zyx

zyx

 

Решение. 

Данной системе соответствуют матрица системы А; столбца 

свободных членов B; матрица переменных X: 
















510
754
321

A ; 

















2
8
3

В ;  














z
y
x

Х . 

Известно, что  BAX  1 . 

1. Введите элементы матрицы А, например, в ячейки А1–С3, 

и матрицы В, в ячейки Е1–Е3. 

2. Найдите 1A , воспользовавшись примером Б.2 (матрица А 

та же), результат, например, вывести в те же ячейки А6–С8. 
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3. Выделите мышкой клетки, куда будет выводиться 

результат, например, G1–G3. 

3. Умножьте полученную А-1 на В (см. пример Б.3): 

«Вставка»  «Функция…» «Категория:»  «Математические» 

«Выберите функцию:» «МУМНОЖ». 
Активизируйте поле ввода «Массив 1» и на рабочем листе 

мышкой выделите ячейки матрицы 1А  (в поле ввода появится, в 

нашем примере, «A6:C8»). Активизируйте поле «Массив 2» и на 

рабочем листе выделите ячейки матрицы В (в поле ввода 

отобразится, в примере, «Е1:Е3»). 
Замечание. Если из-за диалогового окна не будет видна 

часть нужных для выделения матриц, диалоговое окно следует 

переместить.  
4. ОК нажмите, удерживая одновременно клавиши <Ctrl>  и 

<Shift> . 

В отведенных для результата ячейках, в примере «G1–G3», 

появится матрица 

2,22045E–16 

3 

–1 

Значит, матрица 

















1
3
0

X .  

Ячейка, содержащая «…Е–16», означает 0, полученный 
приближенными методами. 

Таким образом, 130  z,y,x  – решение системы.  
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