Практическая работа №1
Тема: Линеаризация нелинейных уравнений

Теория

Линейное уравнение первого порядка в стандартной записи имеет вид:
[image: ]
Нелинейное дифференциальное уравнение - дифференциальное уравнение (обыкновенное или с частными производными), в которое по крайней мере одна из производных неизвестной функции (включая и производную нулевого порядка - саму неизвестную функцию) входит нелинейно.
Рассмотрим сущность процесса линеаризации на примере сушильного шкафа. Зависимость температуры объекта от подаваемого напряжения в большинстве случаев нелинейна и имеет вид, представленный на рисунке 1.
[image: ]
Рисунок 1.

 Графически линеаризацию некоторого уравнения от двух переменных F(х,у) = 0 в окрестности некоторой точки (х0, у0) можно представить как замену рассматриваемого участка кривой на касательную, уравнение которой определяется по формуле:

[image: ],



где  и  - частные производные от F по х и у. Данное уравнение называется уравнением в приращениях, поскольку значения х и у здесь заменены на приращения ,  .



  Линеаризация ДУ происходит аналогично, отличие состоит только в том, что необходимо искать частные производные по производным ( ; ;   и т.д.).

Пример 1. Линеаризация с применением разложения в ряд Тейлора.

Рассмотрим функции y  = sin  x и y  = x в окрестности точки x  = 0. Увеличивая масштаб графика, можно убедиться, что sin  x  ≈  x при x  → 0. Более точное приближение дает 
[image: ]
при x  → 0. Добавляя в эту формулу все более и более высокие степени x с определенными коэффициентами, мы будет получать все более и более точное представление функции sin x многочленом. Такой многочлен называют многочленом Тейлора. Пример показан на рисунке 2. 
Используя , мы заменяем исходную модель на линеаризованную.
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Рисунок 2


В общем случае функция f(x) представляется в бесконечно малой окрестности точки x0 многочленом Тейлора, задаваемым формулой 
[image: ]
 где o  (( x  –  x 0 ) n ) – бесконечно малая относительно ( x  –  x0 )n функция. Естественно, данная формула справедлива, если в точке x0 существуют производные функции f вплоть до f ( n ). Напомним, что операция факториал определяется следующим образом: 
n ! = 1 · 2 · 3 ·…· ( n  – 1)  ·  n , 
(2 n )!! = 2 · 4 ·…· (2 n  – 2) · 2 n , 
(2 n  + 1)!! = 1 · 3 ·…· (2 n  – 1) · (2 n  + 1), 
0! = 1. 

В окрестности x  = 0  формула Тейлора приобретает вид 
 [image: ]

Эта формула называется формулой Маклорена .
Если отбросить для члены кроме нулевого и первого, то получим линеаризацию исходного алгебраического уравнения.

 Линеаризация нелинейного дифференциального уравнения

Пример. Линеаризация нелинейного ДУ
Линеаризовать нелинейное дифференциальное уравнение в окрестности точки с координатами  =1, 0 = 0,  0:
3xy – 5x2 +2  y = 5 3y
Данное ДУ является нелинейным из-за наличия произведений переменных х и у. Линеаризуем его в окрестности точки с координатами х0=1, 0 = 0,  0. Для определения недостающего начального условия  подставим данные значения в ДУ:

откуда   .
Теперь точка: x0=1, y0=0, x0′=0, y0′=−1.

Проверка постоянных членов
Подставим обратно:


Сошлось! Теперь можно линеаризовать.

Линеаризованное уравнение
Введём приращения:
 
Введем в рассмотрение функцию F = 3xy – 5x2 + 2x’y– 5y’– 3y и определим все ее производные при заданных начальных условиях:







Линейное уравнение примет вид:



Теперь, используя полученные коэффициенты, можно записать окончательное линейное ДУ:


или


Подставив приращения, получим
.
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Линеаризовать нелинейное дифференциальное уравнение в окрестности точки с координатами х0=1, 0 = 0, x0= 0:
1. 3xy - 5x2 + 2y = 5 + 3y
2. 2xy + 5x2 + y = 5 + 3y2
3. 3xy - 2x2 + 5y =  + 3y
4. xy - 5x2 + 2 = 5x- 4y
5. xy - 5x2 + 2 = 5x- 4y
6. 7xy - 7x2 + 2 = 4+ 4y
7. 1.5xy - 5x2 + 2 = 5x+ 4y
8. 2xy - 3x2 + 2 = 5- 4y
9. 0.5xy - 5x2 + 2.5 = + y
10.  2xy + x2 +  = +y
11.  xy - 2x2 +  = 5x+2
12.  4xy - 3x2 + 2 = 5- 4y
13.  3xy + 5x2 + 2y = 5 - 3y
14.  2xy + 5x2 + y = 5 + 3y2 + y
15.  5xy - 2x2 + 5y =  + 3y
16.  3xy = 5x2 + 2 = 5x- 4y
17.  7xy - 5x2 + 2 = 5x- 4y
18.  5xy - 7x2 - 2 = 4+ 4y
19.  2.5xy - 5x2 + 2 = 1.5x+ 4y
20.  3xy - 3x2 + 5 = 5- 4y
21.  5xy + 4x2 + 2.5 = + y
22.  2xy + x2 +  = 7 +y
23.  6xy - 2x2 +  = 4x+2
24.  2xy - 3x2 + 3 = 5+ 4y
25.  xy - 4x2 + 2y = 5 + 3y2
26.  2xy + 5x2 + y = 5 + 3y
27.  3xy + 2x2 + 3y =  + 3y
28.  xy - 5x2 + 2 = 4x+ 2y
29.  7xy + 5x2 + 2 = 5x- 4y
30.  6xy - 7x2 - 2 = 4+ y
31.  1.5xy - 5x2 + 2 = 5x+ 4y2
32.  2.5xy - 3x2 - 2 = 4- 4y
33.  1.5xy - 5x2 + 2.5 = + y
34.  2xy - x2 +  = +y
35.  xy - 2x2 +  = 5x+2y
36.  4xy - 3x2 + 2 = 5- 4y
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