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Введение 

 

Успешная работа современного экономиста в любой области 

экономики тесным образом связана с использованием математиче-

ских методов и средств вычислительной техники. При решении задач 

из различных областей человеческой деятельности часто приходится 

использовать методы, основанные на эконометрических моделях. 

Зарождение эконометрики является следствием междисципли-

нарного подхода к изучению экономики. Эта наука возникла в ре-

зультате взаимодействия и объединения в особый «сплав» трех ком-

понент: экономической теории, статистических и математических ме-

тодов. Впоследствии к ним присоединилось развитие вычислитель-

ной техники как условие развития эконометрики. 

В журнале «Эконометрика», основанном в 1933 г. Р. Фришем 

(1895–1973), он дал следующее определение эконометрики: «Эконо-

метрика – это не то же самое, что экономическая статистика. Она не 

идентична и тому, что мы называем экономической теорией, хотя 

значительная часть этой теории носит количественный характер. 

Эконометрика не является синонимом приложений математики к 

экономике. Как показывает опыт, каждая из трех отправных точек – 

статистика, экономическая теория и математика – необходимое, но не 

достаточное условие для понимания количественных соотношений в 

современной экономической жизни. Это – единство всех трех состав-

ляющих. И это единство образует эконометрику».  

Таким образом, эконометрика – это наука, которая дает количе-

ственное выражение взаимосвязей экономических явлений и процессов. 

Практикум содержит краткие теоретические справки, справочный 

материал по функциям и надстройкам MS Excel, используемым при ре-

шении задач и подробный разбор решения задач в среде MS Excel, со-

провождаемый скриншотами и задания для самостоятельного решения. 

Практикум предназначен для студентов, обучающихся по направлению 

подготовки 38.04.01 Экономика, квалификация магистр 
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1 ПАРНАЯ РЕГРЕССИЯ И КОРРЕЛЯЦИЯ 

 

1.1 Теоретическая справка 

Парная (простая) линейная регрессия представляет собой мо-

дель, где среднее значение зависимой (объясняемой) переменной рас-

сматривается как функция одной независимой (объясняющей) пере-

менной x , т.е. это модель вида: 
ˆ ( ).xy f x=                                                (1.1) 

Так же y называют результативным признаком, а x признаком-

актором. Знак «^» означает, что между переменными x и y нет стро-

гой функциональной зависимости. Практически в каждом отдельном 

случае величина y складывается из двух слагаемых: 
ˆxy y = +                 (1.2) 

где y – фактическое значение результативного признака; xy  - 

теоретическое значение результативного признака, найденное исходя 

из уравнения регрессии;   – случайная величина, характеризующая 

отклонения реального значения результативного признака от теоре-

тического, найденного по уравнению регрессии. Случайная величина 

  называется также возмущением. Она включает влияние не учтен-

ных в модели факторов, случайных ошибок и особенностей измере-

ния. Ее присутствие в модели порождено тремя источниками: специ-

фикацией модели, выборочным характером исходных данных, осо-

бенностями измерения переменных.  

Различают линейные и нелинейные регрессии. 

Линейная регрессия: ++= xbay . 

Нелинейные регрессии делятся на два класса: регрессии, нели-

нейные относительно включенных в анализ объясняющих перемен-

ных, но линейные по оцениваемым параметрам, и регрессии, нели-

нейные по оцениваемым параметрам. Например:  

регрессии, нелинейные по объясняющим переменным: 

- полиномы разных степеней +++++= n

n
xbxbxbay ...2

21
; 

- равносторонняя гипербола ++=
x

b
ay ; 

регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам: 

- степенная = bxay ; 

- показательная = xbay ; 

- экспоненциальная ++= bxaey . 
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Построение уравнения регрессии сводится к оценке ее парамет-

ров. Для оценки параметров регрессий, линейных по параметрам, ис-

пользуют метод наименьших квадратов (МНК). МНК позволяет по-

лучить такие оценки параметров, при которых сумма квадратов от-

клонений фактических значений результативного признака y от тео-

ретических ˆxy  минимальна, т.е. 

( )
2

ˆ minxy y− →                      (1.3) 

Для линейных и нелинейных уравнений, приводимых к линей-

ным, решается следующая система относительно a и b : 





=+

=+

  

 
xyxbxa

xyxbna

2
            (1.4) 

Можно воспользоваться готовыми формулами, которые выте-

кают непосредственно из решения этой системы: 

,xbya −=       
( )

,
,cov

2

x

yx
b


=                                                           (1.5) 

где ( ) xyxyyx −=,cov  – ковариация признаков x и y , 
222 xx

x
−=  – дисперсия признака x, 

 ==== 22 1
,

1
,

1
,

1
x

n
xxy

n
xyy

n
yx

n
x . 

Ковариация – числовая характеристика совместного распреде-

ления двух случайных величин, равная математическому ожиданию 

произведения отклонений этих случайных величин от их математиче-

ских ожиданий. Дисперсия – характеристика случайной величины, 

определяемая как математическое ожидание квадрата отклонения 

случайной величины от ее математического ожидания. Математиче-

ское ожидание – сумма произведений значений случайной величины 

на соответствующие вероятности.  

Тесноту связи изучаемых явлений оценивает линейный коэффи-

циент парной корреляции 
xy

r  для линейной регрессии 11 −
xy

r : 

( )

yxy

x

xy

yx
br






==

,cov
            (1.6) 

и индекс корреляции 
xy

  - для нелинейной регрессии 10 
xy

  

( )

( )

2
2

22

ˆ
1 1 ,

xост
xy

y

y y

y y






−
= − = −

−



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где ( )
22

y y y = − – общая дисперсия результативного признака 

y; ( )
22 ˆ

ост xy y = −  – остаточная дисперсия, определяемая исходя из 

уравнения регрессии ˆ ( ).xy f x=   

Оценку качества построенной модели даст коэффициент (ин-

декс) детерминации 2

xyr  (для линейной регрессии) либо 2

xy  (для нели-

нейной регрессии), а также средняя ошибка аппроксимации. 

Средняя ошибка аппроксимации – среднее отклонение расчет-

ных значений от фактических: 

ˆ1
100%

y y

n y

−
 =                                                                      (1.7) 

Допустимый придел значений   - не более 10%.  

Средний коэффициент эластичности Э  показывает, на сколько 

процентов в среднем по совокупности изменится результат у от своей 

средней величины при изменении фактора x на 1% от своего среднего 

значения: 

( ) .
x

Э f x
y

=                            (1.8) 

После того как найдено уравнение линейной регрессии, прово-

дится оценка значимости как уравнения в целом, так и отдельных его 

параметров. Проверить значимость уравнения регрессии – значит 

установить, соответствует ли математическая модель, выражающая 

зависимость между переменными, экспериментальным данным и до-

статочно ли включенных в уравнение объясняющих переменных (од-

ной или нескольких) для описания зависимой переменной.  

Оценка значимости уравнения регрессии в целом производится 

на основе F -критерия Фишера, которому предшествует дисперсион-

ный анализ. Согласно основной идее дисперсионного анализа, общая 

сумма квадратов отклонений переменной y от среднего значения y 

раскладывается на две части – «объясненную» и «необъясненную»: 

( ) ( ) ( )
2 2 2

ˆ ˆ ,x xy y y y y y− = − + −           (1.9) 

где ( )
2

y y−  
– общая сумма квадратов отклонений;

 
( )

2
ˆ

xy y−  – сумма квадратов отклонений, объясненная регрес-

сией (или факторная сумма квадратов отклонений);  

( )
2

ˆ
xy y−  

– остаточная сумма квадратов отклонений, характери-

зующая влияние неучтенных в модели факторов. 
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Схема дисперсионного анализа имеет вид, представленный в 

таблице 1.1 (n – число наблюдений, m – число параметров при пере-

менной x). 

 

Таблица 1.1 – Схема дисперсионного анализа 

Компоненты 

дисперсии 

Сумма 

квадратов 

Число степеней 

свободы 

Дисперсия на одну 

степень свободы 

Общая ( )
2

y y−  n-1 ( )
2

2

1
общ

y y
S

n

−
=

−

  

Факторная ( )
2

ˆ
xy y−  m ( )

2

2
ˆ

x

факт

y y
S

m

−
=
  

Остаточная ( )
2

ˆ
xy y−  n-m-1 ( )

2

2
ˆ

1

x

ост

y y
S

n m

−
=

− −

  

Определение дисперсии на одну степень свободы приводит дис-

персии к сравнимому виду (напомним, что степени свободы – это 

числа, показывающие количество элементов варьирования, которые 

могут принимать произвольные значения, не изменяющие заданных 

характеристик). Сопоставляя факторную и остаточную дисперсии в 

расчете на одну степень свободы, получим величину F-критерия Фи-

шера: 
2

2

факт

ост

S
F

S
= .             (1.10) 

Фактическое значение F-критерия Фишера сравнивается с таб-

личным значением ( )1 2, ,таблF k k  при уровне значимости   и степенях 

свободы 1k m=  и 2 1k n m= − − . При этом, если фактическое значение 

F-критерия больше табличного, то признается статистическая значи-

мость уравнения в целом. 

Для парной линейной регрессии m = 1, поэтому 

( )

( )
( )

22

22

ˆ
2 .

ˆ

факт x

ост x

S y y
F n

S y y

−
= =  −

−




        (1.11) 

Величина F -критерия связана с коэффициентом детерминации 
2

xyr , и ее можно рассчитать по следующей формуле: 

( )
2

2
2 .

1

xy

xy

r
F n

r
=  −

−
                                                                       (1.12) 

Для оценки статистической значимости параметров регрессии 

и корреляции рассчитываются t-критерий Стьюдента и доверитель-
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ные интервалы каждого из показателей. Оценка значимости коэффи-

циентов регрессии и корреляции с помощью t-критерия Стьюдента 

проводится путем сопоставления их значений с величиной случайной 

ошибки: 

; ; .
xy

b a r

b a r

rb a
t t t

m m m
= = =                       (1.13) 

Стандартные ошибки параметров линейной регрессии и коэф-

фициента корреляции определяются по формулам: 

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

2
2

2 2

2 2 2

2

2 2 2

2

ˆ / 2
;

ˆ
;

2

1
.

2xy

x ост
b

x

x

a ост

x

xy

r

y y n S
m

nx x

y y x x
m S

n nn x x

r
m

n





− −
= =

−

−
=  =

− −

−
=

−




  


                              (1.14) 

Сравнивая фактическое и критическое (табличное) значения t-

статистики (tтабл и tфакт) делаем вывод о значимости параметров ре-

грессии и корреляции. Если tтабл < tфакт, то параметры a, b и rxy не 

случайно отличаются от нуля и сформировались под влиянием си-

стематически действующего фактора x. Если tтабл > tфакт, то признает-

ся случайная природа формирования a, b или rxy. 

Для расчета доверительного интервала определяем предельную 

ошибку   для каждого показателя: 
, .a табл a b табл bt m t m =  =  

Формулы для расчета доверительных интервалов имеют следу-

ющий вид: 

min max

min max

; ; ;

; ; ;

a a a a a a

b b b b b b

a a a

b b b

  

  

=   = −  = + 

=   = −  = + 
 

Если в границы доверительного интервала попадает ноль, т.е. 

нижняя граница отрицательна, а верхняя положительна, то оценивае-

мый параметр принимается нулевым, так как он не может одновре-

менно принимать и положительное, и отрицательное значения.  

Связь между F-критерием Фишера и t-статистикой Стьюдента 

выражается равенством 

.r bt t F= =            (1.15) 

В прогнозных расчетах по уравнению регрессии определяется 

предсказываемое индивидуальное значение y0  как точечный прогноз 
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при x = x0 , т.е. путем подстановки в линейное уравнение ˆ
xy a b x= +   

соответствующего значения x. Однако точечный прогноз явно нереа-

лен, поэтому он дополняется расчетом стандартной ошибки 

( )
( )

( )
0

2 2

2 2

2 2

1 1
1 1 ,

p p

y ост ост

x

x x x x
m S S

n n nx x 

   − −
   = + + = + +
   −
   

            (1.16) 

где 
( )

2

2
ˆ

2

x

ост

y y
S

n

−
=

−

 ,  

и построением доверительного интервал прогнозного значения 
*

0y : 
0

*

ˆ ˆ0 0
ˆ ˆ

xy табл x y таблy m t y y m t−    +   

 

1.2 Решение типовой задачи в MS Excel с использованием 

надстройки Анализ данных 

C помощью инструмента анализа данных Регрессия можно 

получить результаты регрессионной статистики, дисперсионного 

анализа, доверительных интервалов, остатки и графики подбора ли-

нии регрессии.  

Если на вкладке данные еще нет команды Анализ данных, то 

необходимо ее установить. В главном меню последовательно выби-

раем Файл→Параметры→Надстройки в открывшемся диалоговом 

окне Управление надстройками Microsoft Excel в поле Управление 

выбираем Надстройки Excel и нажимаем Перейти. В открывшемся 

диалоговом окне Надстройки устанавливаем «флажок» в строке Па-

кет анализа (рис. 1.1). 

Рисунок 1.1 – Вид окна Надстройки 
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Пример. В таблице 1.2 приводятся данные по поголовью коров и 

производству сырого молока в хозяйствах всех категорий РФ за пят-

надцать лет.  
 

Таблица 1.2 – Исходные данные 
Период Поголовье коров, тыс. гол. Производство сырого молока, 

тыс. т 

1 10244,1 31861,2 

2 9522,2 31069,9 

3 9359,7 31339,0 

4 9296,4 31984,2 

5 9060,3 32225,7 

6 8924,9 32315,1 

7 8713,0 31507,8 

8 8807,5 31204,3 

9 8657,2 31196,8 

10 8430,9 29865,2 

11 8263,2 29995,2 

12 8115,2 29887,5 

13 7966,0 29787,2 

14 7950,6 30184,5 

15 7942,6 30639,7 

 

Требуется: 

1. Построить линейное уравнение парной регрессии y (произ-

водство молока) по x (поголовье коров). 

2. Рассчитать коэффициент корреляции, нескорректированный 

коэффициент детерминации, скорректированный коэффициент де-

терминации и среднюю ошибку аппроксимации. 

3. Оценить статистическую значимость уравнения регрессии в 

целом и отдельных параметров регрессии и корреляции с помощью F 

- критерия Фишера и t -критерия Стьюдента. 

4. Выполнить прогноз производства молока при прогнозном 

значении поголовье коров, составляющем 107% от среднего уровня. 

5. Оценить точность прогноза, рассчитав ошибку прогноза и его 

доверительный интервал. 

 

Решение.  

После установки пакета анализа, необходимо сформировать 

таблицу с исходными данными на листе книги MS Excel. 
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На вкладке Данные открыть Анализ данных, в открывшемся 

диалоговом окне выбрать инструмент анализа: Регрессия (рис. 1.2). 

Рисунок 1.2 – Вид окна Анализ данных 
 

Заполнить диалоговое окно Регрессия занеся в него данные из 

таблицы, определить параметры (рис. 1.3). 

 
Рисунок 1.3 – Ввод данных 

 

В диалоговом окне Регрессия: 

Входной интервал Y – диапазон, содержащий данные результа-

тивного признака; 

Входной интервал X – диапазон, содержащий данные признака-

фактора; 
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Метки – «флажок», который указывает, содержи ли первая 

строка названия столбцов; 

Константа – ноль – «флажок», указывающий на наличие или 

отсутствие свободного члена в уравнении; 

Выходной интервал – достаточно указать левую верхнюю ячей-

ку будущего диапазона; 

Новый рабочий лист – можно указать произвольное имя нового 

листа (или не указывать, тогда результаты выводятся на вновь со-

зданный лист). 

Результаты расчетов будут представлены в виде таблиц (рис. 1.4 

и 1.5). 

 

 
Рисунок 1.4 – Результаты расчетов 

 

 
Рисунок 1.5 – Вывод остатка 

Выписываем, округляя до 4 знаков после запятой: 

1. Уравнение регрессии: 
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𝑦̂𝑥 = 22483,83 + 0,9737𝑥. 

Что свидетельствует о том, что при увеличении поголовья коров 

в хозяйствах всех категорий на 1 тыс. голов производство молока 

увеличивается на 0,9737 тыс. т. 

2. Коэффициент корреляции: 

𝑟𝑥𝑦 = 0,7295. 

Коэффициент выявляет высокую корреляцию между фактором и 

результативным признаком. 

Нескорректированный коэффициент детерминации: 

𝑅𝑥𝑦
2 = 0,5321. 

В данном случае он показывает, что на 53,21 % вариация произ-

водства молока обусловлена вариацией поголовья коров. Можно сде-

лать вывод, что данный признак является существенным, но не объ-

ясненная доля так же является значительной и объясняется не вклю-

ченными в модель признаками. 

Скорректированный коэффициент детерминации: 

𝑅̂𝑥𝑦
2 = 0,4962. 

Он дает такую оценку тесноты связи, которая не зависит от чис-

ла факторов в модели и поэтому может сравниваться по моделям с 

разным числом факторов. Это позволит оценить улучшение модели в 

случае включения в нее дополнительных факторов. 

С помощью средней ошибки аппроксимации можно оценить ка-

чество уравнений. На основании данных регрессионного анализа 

представленного на рисунках 1.4 и 1.5 можно составить новую таб-

лицу, изображенную на рисунке 1.6. В столбце С произведено вычис-

ление относительной ошибки аппроксимации по формуле: 

𝐴𝑖 = |
(𝑦−𝑦̂𝑥)

𝑦
| ∗ 100. 

Средняя ошибка аппроксимации рассчитана по формуле: 

𝐴̅ =
1

𝑛
∗ ∑ 𝐴𝑖 =

25,036

15
 = 1,67. 

Качество построенной модели оценивается как хорошее, так как 

значение средней ошибки аппроксимации не превышает 8 – 10 %. 
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Рисунок 1.6 – Вычисление средней ошибки аппроксимации 
 

3. Фактическое значение F-критерия Фишера: 

F =14,7866. 

Табличное значение критерия при уровне значимости α = 0,05 и 

k1 = m = 1 , k2 = n – m –1 = 15 – 1 –1 = 13: 

Fтабл = F(0,05; 1; 13) = 4,67 (приложение 1). 

Так как Fтабл < Fнабл, то с вероятностью (1 – α) = 0,95 делаем за-

ключение о значимости уравнения регрессии и коэффициента детер-

минации. 

Стандартные ошибки для параметров регрессии: 

ma = 2221,829, mb = 0,2532. 

Они показывают, какое значение данной характеристики сфор-

мировалось под влиянием случайных факторов. Эти значения исполь-

зуются для расчета t-критерия Стьюдента. 

Фактические значения t-критерия Стьюдента: 

ta = 10,1195,  tb = 3,8453. 

Табличное значение критерия при уровне значимости α = 0,05 и 

k = n – 2 = 15 – 2 = 13:   tтабл = 2,1604. 

Так как ta > tтабл и tb  > tтабл, можно сделать вывод о существенно-

сти данных параметров, которые формируются под воздействием не-

случайных причин. Статистически значимыми являются a и b.  

На это же указывает показатель вероятности случайных значе-

ний параметров регрессии (P-Значение) если αфакт меньше принятого 

нами уровня (обычно 0,1; 0,05 или 0,01; это соответствует 10 %; 5 % 
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или 1 % вероятности), делают вывод о неслучайной природе данного 

значения параметра, т.е. статистически значим и надежен.  

Р-значение (a) = 0,00000016 < 0,01 < 0,05, 

Р-значение (b) = 0,002 < 0,01 < 0,05, 

следовательно, коэффициенты (a, b) значимы при 1 %-ном 

уровне, а тем более при 5 %-ном уровне значимости. Таким образом, 

коэффициенты регрессии значимы и модель адекватна исходным 

данным. 

4. Полученное уравнение регрессии позволяет использовать 

его для прогноза. 

𝑦̂𝑥 = 22483,83+0,9737x. 

Среднее значение 𝑥̅ = 8750,25. Прогнозное значение поголовья 

коров, составляющее 107% от среднего уровня, имеет значение 

9362,77 тыс. голов. Подставив прогнозное значение в уравнение ре-

грессии получим прогнозное значение производства молока: 

𝑦̂𝑥 = 22483,83 + 0,9737 ∗ 9362,77 = 31600,36. 

5. Остаточная дисперсия на одну степень свободы: 

𝑆ост
2 = 403101,0926. 

Корень квадратный из остаточной дисперсии (стандартная 

ошибка): 

𝑆ост = 634,9024, 

показывает на сколько велика ошибка предсказания значений 

переменной y на основании значений x.  

Доверительные интервалы: 

17683,8645 ≤ а* ≤ 27283,8038, 

0,4267 ≤ b* ≤ 1,5208. 

Анализ верхней и нижней границ доверительных интервалов 

приводит к выводу о том, что с вероятностью p =1 – α = 0,95 парамет-

ры a и b, находясь в указанных границах, не принимают нулевых зна-

чений, т.е. являются статистически значимыми и существенно отлич-

ны от нуля. 

Ошибка прогноза рассчитанного в пункте 4 примера составит: 

𝑦𝑚0 = √𝑆ост
2 + (1 +

1

𝑛
+

(𝑥0−𝑥̅)^2

𝑛∗𝜎𝑥
2 ) =  √5240314,2036 + (1 +

1

15
+

(9362,77−8750,25)2

15∗419095,8758
), 

𝑦𝑚0 = 2289,1735. 

При этом  𝜎𝑥
2 = 𝑥2̅̅ ̅ − 𝑥̅2. 

Предельная ошибка прогноза, которая в 95 % случаев не будет 

превышена, составит: 

∆𝑦̂0
= 𝑡табл ∙ 𝑦𝑚0 = 2,1604 ∙ 2289,1735 = 4945,5304. 
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Доверительный интервал прогноза: 

𝛾𝑦̂0
= 𝑦̂0 ± ∆𝑦̂0

= 31600,36 ± 4945,5304, 

26654,8296 ≤ 𝑦0
∗ ≤ 36545,8904. 

Выполненный прогноз производства молока является надежным 

(p=1 – a = 1 – 0,05 = 0,95) и находится в пределах от 26654,8296 тыс. т 

до 36545,8904 тыс. т. 

 

1.3 Использование функции ЛИНЕЙН в MS Excel 

Функция ЛИНЕЙН рассчитывает статистику для ряда с приме-

нением метода наименьших квадратов, чтобы вычислить прямую ли-

нию, которая наилучшим образом аппроксимирует имеющиеся дан-

ные и затем возвращает массив, который описывает полученную 

прямую. 

Уравнение прямой имеет следующий вид: 

y = a + b x 

Синтаксис функции ЛИНЕЙН: 

ЛИНЕЙН(известные_значения_y; [известные_значения_x]; 

[конст]; [статистика]) 

Аргументы функции ЛИНЕЙН: 

Известные_значения_y. Обязательный аргумент. Множество 

значений y, которые уже известны для соотношения y = a + b x. 

Если массив известные_значения_y имеет один столбец, то каж-

дый столбец массива известные_значения_x интерпретируется как 

отдельная переменная. 

Если массив известные_значения_y имеет одну строку, то каж-

дая строка массива известные_значения_x интерпретируется как от-

дельная переменная. 

Известные_значения_x. Необязательный аргумент. Множество 

значений x, которые уже известны для соотношения y = a + b x 

Массив известные_значения_x может содержать одно или не-

сколько множеств переменных. Если используется только одна пере-

менная, то массивы известные_значения_y и известные_значения_x 

могут иметь любую форму — при условии, что они имеют одинако-

вую размерность. Если используется более одной переменной, то из-

вестные_значения_y должны быть вектором (т. е. интервалом высо-

той в одну строку или шириной в один столбец). 

Если массив известные_значения_x опущен, то предполагается, 

что это массив {1;2;3;...}, имеющий такой же размер, что и массив из-

вестные_значения_y. 
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Конст. Необязательный аргумент. Логическое значение, которое 

указывает, требуется ли, чтобы константа b была равна 0. 

Если аргумент конст имеет значение ИСТИНА, то константа b 

вычисляется обычным образом. 

Если аргумент конст имеет значение ЛОЖЬ, то значение b пола-

гается равным 0 и значения m подбираются таким образом, чтобы 

выполнялось соотношение y = bx. 

Статистика. Необязательный аргумент. Логическое значение, 

которое указывает, требуется ли возвратить дополнительную регрес-

сионную статистику. 

Если значение аргумента Статистика истинно, функция ЛИ-

НЕЙН возвращает дополнительную статистику по регрессии. 

Если аргумент статистика имеет значение ЛОЖЬ или опущен, 

функция ЛИНЕЙН возвращает только коэффициенты b и постоянную a. 

 

Пример. Требуется построить регрессионную модель с исполь-

зованием исходных данных, представленных в таблице 1.2. 

На рабочем листе создается набор данных, т.е. вводится содер-

жимое выборки наблюдений за поведением объекта. Это таблица, со-

держащая значения эндогенной и экзогенных переменных. Между 

строками данных не должно быть пустых ячеек.  

Если необходимо отобразить не только наклон и отрезок, но и 

дополнительные статистики, выделяется диапазон на один столбец 

больше, чем столбцов с переменными х, и высотой 5 строк (рис. 1.7). 

В примере одна переменная х, поэтому выделяется диапазон Е2:F6 (2 

столбца по 5 строк). Необходимо дополнительно ввести значения 

двух констант: «Конст» и «Статистика». С помощью первой констан-

ты отмечается присутствует (1) или нет (0) в спецификации модели 

свободный параметр а. Второй константе "Статистика" присваивается 

значение 1, так как нужно получить полную информацию, т.е. выве-

сти дополнительные статистики. Ввод формулы осуществляется од-

новременным нажатием клавиш Ctrl+Shift+Enter. Результат должен 

соответствовать рисунку 1.8. 
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Рисунок 1.7 – Заполнение Аргументов функции ЛИНЕЙН 

 

На этом этапе наиболее частая ошибка – несинхронное нажатие 

клавиш Ctrl+Shift+Enter. Ошибка обнаруживается следующим обра-

зом: вместо ожидаемых десяти значений выводится одно. Для ис-

правления необходимо вернуться в строку формул и повторить за-

пуск (Ctrl+Shift+Enter) синхронно. 
 

 
Рисунок 1.8 – Результаты вычислений 

 

Для вычисления коэффициента корреляции достаточно извлечь 

квадратный корень из значения коэффициента детерминации. 
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Полученные данные позволяют: 

1. составить уравнение регрессии: 

𝑦̂𝑥 = 22483,83 + 0,9737𝑥, 

2. рассчитать коэффициент корреляции: 

𝑟𝑥𝑦 = 0,7295, 

3. нескорректированный коэффициент детерминации: 

𝑅𝑥𝑦
2 = 0,5321, 

4. фактическое значение F -критерия Фишера: 

F = 14,7866, 

5. стандартные ошибки для параметров регрессии: 

ma = 2221,829, mb = 0,2532, 

Эти значения используются для расчета t-критерия Стьюдента. 

𝑡𝑎 =
𝑎

𝑚𝑎
=

22483,83

2221,829
= 10,119, 

𝑡𝑏 =
𝑏

𝑚𝑏
=

0,9737

0,2532
= 3,845, 

6. корень квадратный из остаточной дисперсии (стандартная 

ошибка): 

𝑆ост = 634,9024. 

 

1.4 Линейная и нелинейная регрессия в MS Excel 

В Excel имеется еще более быстрый и удобный способ постро-

ить график линейной регрессии и основных видов нелинейных ре-

грессий. Это можно сделать следующим образом: 

1) выделить столбцы с данными X и Y (они должны распола-

гаться именно в таком порядке); 

2) вызвать Мастер диаграмм и выбрать в группе Тип – Точеч-

ная, нажать Готово; 

3) не сбрасывая выделения с диаграммы, выбрать появившейся 

пункт основного меню Работа с диаграммами / Макет, в котором сле-

дует выбрать пункт Линия тренда / Дополнительные параметры ли-

нии тренда (рис. 1.9); 

4) в появившемся диалоговом окне Линия тренда во вкладке 

Тип выбрать один из предлагаемых типов; 

5) во вкладке Параметры можно активизировать переключатель 

Показывать уравнение на диаграмме, что позволит увидеть уравнение 

линейной регрессии. 
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Рисунок 1.9 – Вид окна Линия тренда 
 

В этой же вкладке можно активизировать переключатель Поме-

стить на диаграмму величину достоверности аппроксимации (R^2). 

Это значение коэффициента детерминации (квадрат коэффициента 

корреляции), и оно показывает, насколько хорошо рассчитанное 

уравнение описывает экспериментальную зависимость. Если R2 бли-

зок к единице, то теоретическое уравнение регрессии хорошо описы-

вает экспериментальную зависимость (теория хорошо согласуется с 

экспериментом), а если R2 близок к нулю, то данное уравнение не 

пригодно для описания экспериментальной зависимости (теория не 

согласуется с экспериментом) (рис. 1.10). 

Рисунок 1.10 – Выбор типа уравнения регрессии 
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В результате выполнения описанных действий получится диа-

грамма с графиком регрессии и ее уравнение. 

На рисунке 1.10 представлена линейная регрессия, на графике 

отражено:  

уравнение регрессии: 

𝑦̂𝑥 = 22483,83 + 0,9737𝑥, 

нескорректированный коэффициент детерминации: 

𝑅𝑥𝑦
2 = 0,5321. 

Можно рассчитать коэффициент корреляции, извлекая квадрат-

ный корень из коэффициента детерминации: 

𝑟𝑥𝑦 = 0,7295. 

На рисунке 1.11 представлен график полиномиальной регрессии. 

 
Рисунок 1.11 – Построение полиномиального уравнения 

регрессии и его графического изображения 
 

На графике так же отражено:  

уравнение регрессии: 

𝑦̂𝑥 = −0,0006𝑥2 + 11,159𝑥 − 22747, 

нескорректированный коэффициент детерминации: 

𝑅𝑥𝑦
2 = 0,635. 

Можно рассчитать коэффициент корреляции, извлекая квадрат-

ный корень из коэффициента детерминации: 

𝑟𝑥𝑦 = 0,7969. 
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Задачи для самостоятельного решения 

 

Задача 1.  

В таблице 1.3 приводятся данные по производству молока в хо-

зяйствах всех категорий и урожайности кормовых корнеплодов 

(включая сахарную свеклу на корм) за семнадцать лет. 

Требуется: 

1. Построить линейное уравнение парной регрессии y (произ-

водство молока в хозяйствах всех категорий) по x (урожайность кор-

мовых корнеплодов (включая сахарную свеклу на корм)). 

2. Рассчитать коэффициент корреляции, нескорректированный 

коэффициент детерминации, скорректированный коэффициент де-

терминации и среднюю ошибку аппроксимации. 

3. Оценить статистическую значимость уравнения регрессии в 

целом и отдельных параметров регрессии и корреляции с помощью F 

- критерия Фишера и t -критерия Стьюдента. 

4. Выполнить прогноз производства молока при прогнозном 

значении урожайности кормовых корнеплодов, составляющем 105 % 

от среднего уровня. 

5. Оценить точность прогноза, рассчитав ошибку прогноза и его 

доверительный интервал. 

 

Задача 2.  

В таблице 1.4 приводятся данные по производству молока в рас-

чете на 100 га сельскохозяйственных угодий и энергообеспеченности 

сельскохозяйственных организаций (энергетические мощности в рас-

чете на 100 га посевной площади) за восемнадцать лет. 

Требуется: 

1. Построить линейное уравнение парной регрессии y (произ-

водство молока в расчете на 100 га сельскохозяйственных угодий) по 

x (энергообеспеченность сельскохозяйственных организаций). 

2. Рассчитать коэффициент корреляции, нескорректированный 

коэффициент детерминации, скорректированный коэффициент де-

терминации и среднюю ошибку аппроксимации. 

3. Оценить статистическую значимость уравнения регрессии в 

целом и отдельных параметров регрессии и корреляции с помощью F 

- критерия Фишера и t -критерия Стьюдента. 

4. Выполнить прогноз производства молока в расчете на 100 га 

сельскохозяйственных угодий при прогнозном значении энергообес-
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печенности сельскохозяйственных организаций, составляющем 106 % 

от среднего уровня. 

5. Оценить точность прогноза, рассчитав ошибку прогноза и его 

доверительный интервал. 

 

Задача № 3 

В таблице 1.5 приводятся данные по производству молока в рас-

чете на 100 га сельскохозяйственных угодий и урожайности кормо-

вых корнеплодов (включая сахарную свеклу на корм) за восемна-

дцать лет. 

Требуется: 

1. Построить линейное уравнение парной регрессии y (произ-

водство молока в расчете на 100 га сельскохозяйственных угодий) по 

x (урожайность кормовых корнеплодов (включая сахарную свеклу на 

корм)). 

2. Рассчитать коэффициент корреляции, нескорректированный 

коэффициент детерминации, скорректированный коэффициент де-

терминации и среднюю ошибку аппроксимации. 

3. Оценить статистическую значимость уравнения регрессии в 

целом и отдельных параметров регрессии и корреляции с помощью F 

- критерия Фишера и t -критерия Стьюдента. 

4. Выполнить прогноз производства молока в расчете на 100 га 

сельскохозяйственных угодий при прогнозном значении урожайности 

кормовых корнеплодов, составляющем 108 % от среднего уровня. 

5. Оценить точность прогноза, рассчитав ошибку прогноза и его 

доверительный интервал. 

 

Задача № 4 

В таблице 1.6 приводятся данные по средним потребительским 

ценам на молоко и сыры сычужные за двадцать лет. 

Требуется: 

1. Построить линейное уравнение парной регрессии y (средние 

потребительские цены на сыры сычужные твердые и мягкие) по x 

(средние потребительские цены на молоко питьевое цельное). 

2. Рассчитать коэффициент корреляции, нескорректированный 

коэффициент детерминации, скорректированный коэффициент де-

терминации и среднюю ошибку аппроксимации. 
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3. Оценить статистическую значимость уравнения регрессии в 

целом и отдельных параметров регрессии и корреляции с помощью F 

- критерия Фишера и t -критерия Стьюдента. 

4. Выполнить прогноз средней потребительской цены на сыры 

сычужные твердые и мягкие при прогнозном значении средней по-

требительской цены на молоко, составляющем 103 % от среднего 

уровня. 

5. Оценить точность прогноза, рассчитав ошибку прогноза и его 

доверительный интервал. 

 

Задача № 5 

В таблице 1.7 приводятся данные по производству молока в рас-

чете на 100 га сельскохозяйственных угодий и энерговооруженности 

труда в сельскохозяйственных организациях (энергетические мощно-

сти в расчете на 1 работника) за восемнадцать лет. 

Требуется: 

1. Построить линейное уравнение парной регрессии y (произ-

водство молока в расчете на 100 га сельскохозяйственных угодий) по 

x (энерговооруженность труда в сельскохозяйственных организациях 

(энергетические мощности в расчете на 1 работника)). 

2. Рассчитать коэффициент корреляции, нескорректированный 

коэффициент детерминации, скорректированный коэффициент де-

терминации и среднюю ошибку аппроксимации. 

3. Оценить статистическую значимость уравнения регрессии в 

целом и отдельных параметров регрессии и корреляции с помощью F 

- критерия Фишера и t -критерия Стьюдента. 

4. Выполнить прогноз производства молока в расчете на 100 га 

сельскохозяйственных угодий при прогнозном значении энергово-

оруженности труда в сельскохозяйственных организациях, составля-

ющем 109 % от среднего уровня. 

5. Оценить точность прогноза, рассчитав ошибку прогноза и его 

доверительный интервал. 

 

Задача 6. 

В таблице 1.3 приводятся данные по производству молока в хо-

зяйствах всех категорий и урожайности кормовых корнеплодов 

(включая сахарную свеклу на корм) за семнадцать лет. 

Требуется построить линейное уравнение парной регрессии y 

(производство молока в хозяйствах всех категорий) по x (урожай-
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ность кормовых корнеплодов (включая сахарную свеклу на корм)) и 

рассчитать дополнительные параметры, используя функцию ЛИ-

НЕЙН в MS Excel. Оценить статистическую значимость уравнения 

регрессии в целом и отдельных параметров регрессии и корреляции с 

помощью F - критерия Фишера и t -критерия Стьюдента. 

 

Задача 7. 

В таблице 1.4 приводятся данные по производству молока в рас-

чете на 100 га сельскохозяйственных угодий и энергообеспеченности 

сельскохозяйственных организаций (энергетические мощности в рас-

чете на 100 га посевной площади) за восемнадцать лет. 

Требуется построить линейное уравнение парной регрессии y 

(производство молока в расчете на 100 га сельскохозяйственных уго-

дий) по x (энергообеспеченность сельскохозяйственных организаций) 

и рассчитать дополнительные параметры, используя функцию ЛИ-

НЕЙН в MS Excel. Оценить статистическую значимость уравнения 

регрессии в целом и отдельных параметров регрессии и корреляции с 

помощью F - критерия Фишера и t -критерия Стьюдента. 

 

Задача 8.  

В таблице 1.5 приводятся данные по производству молока в рас-

чете на 100 га сельскохозяйственных угодий и урожайности кормо-

вых корнеплодов (включая сахарную свеклу на корм) за восемна-

дцать лет. 

Требуется построить линейное уравнение парной регрессии y 

(производство молока в расчете на 100 га сельскохозяйственных уго-

дий) по x (урожайность кормовых корнеплодов (включая сахарную 

свеклу на корм)) и рассчитать дополнительные параметры, используя 

функцию ЛИНЕЙН в MS Excel. Оценить статистическую значимость 

уравнения регрессии в целом и отдельных параметров регрессии и 

корреляции с помощью F - критерия Фишера и t -критерия Стьюден-

та. 

 

Задача 9. 

В таблице 1.6 приводятся данные по средним потребительским 

ценам на молоко и сыры сычужные за двадцать лет. 

Требуется построить линейное уравнение парной регрессии y 

(средние потребительские цены на сыры сычужные твердые и мяг-

кие) по x (средние потребительские цены на молоко питьевое цель-
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ное) и рассчитать дополнительные параметры, используя функцию 

ЛИНЕЙН в MS Excel. Оценить статистическую значимость уравне-

ния регрессии в целом и отдельных параметров регрессии и корреля-

ции с помощью F - критерия Фишера и t -критерия Стьюдента. 

 

Задача 10. 

В таблице 1.7 приводятся данные по производству молока в рас-

чете на 100 га сельскохозяйственных угодий и энерговооруженности 

труда в сельскохозяйственных организациях (энергетические мощно-

сти в расчете на 1 работника) за восемнадцать лет. 

Требуется построить линейное уравнение парной регрессии y 

(производство молока в расчете на 100 га сельскохозяйственных уго-

дий) по x (энерговооруженность труда в сельскохозяйственных орга-

низациях (энергетические мощности в расчете на 1 работника)) и рас-

считать дополнительные параметры, используя функцию ЛИНЕЙН в 

MS Excel. Оценить статистическую значимость уравнения регрессии 

в целом и отдельных параметров регрессии и корреляции с помощью 

F - критерия Фишера и t -критерия Стьюдента. 

 

Задача 11. 

В таблице 1.3 приводятся данные по производству молока в хо-

зяйствах всех категорий и урожайности кормовых корнеплодов 

(включая сахарную свеклу на корм) за семнадцать лет.  

Требуется построить точечный график. Подобрать уравнение 

регрессии y (производство молока в хозяйствах всех категорий) по x 

(урожайность кормовых корнеплодов (включая сахарную свеклу на 

корм)) лучшим образом аппроксимирующим фактические данные, 

рассчитать для него значение коэффициента корреляции.  

 

Задача 12. 

В таблице 1.4 приводятся данные по производству молока в рас-

чете на 100 га сельскохозяйственных угодий и энергообеспеченности 

сельскохозяйственных организаций (энергетические мощности в рас-

чете на 100 га посевной площади) за восемнадцать лет. 

Требуется построить точечный график. Подобрать уравнение 

регрессии y (производство молока в расчете на 100 га сельскохозяй-

ственных угодий) по x (энергообеспеченность сельскохозяйственных 

организаций) лучшим образом аппроксимирующим фактические 

данные, рассчитать для него значение коэффициента корреляции. 
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Задача 13. 

В таблице 1.5 приводятся данные по производству молока в рас-

чете на 100 га сельскохозяйственных угодий и урожайности кормо-

вых корнеплодов (включая сахарную свеклу на корм) за восемна-

дцать лет. 

Требуется построить точечный график. Подобрать уравнение 

регрессии y (производство молока в расчете на 100 га сельскохозяй-

ственных угодий) по x (урожайность кормовых корнеплодов (вклю-

чая сахарную свеклу на корм)) лучшим образом аппроксимирующим 

фактические данные, рассчитать для него значение коэффициента 

корреляции. 

 

Задача 14. 

В таблице 1.6 приводятся данные по средним потребительским 

ценам на молоко и сыры сычужные за двадцать лет. 

Требуется построить точечный график. Подобрать уравнение 

регрессии y (средние потребительские цены на сыры сычужные твер-

дые и мягкие) по x (средние потребительские цены на молоко питье-

вое цельное) лучшим образом аппроксимирующим фактические дан-

ные, рассчитать для него значение коэффициента корреляции. 

 

Задача 15. 

В таблице 1.7 приводятся данные по производству молока в рас-

чете на 100 га сельскохозяйственных угодий и энерговооруженности 

труда в сельскохозяйственных организациях (энергетические мощно-

сти в расчете на 1 работника) за восемнадцать лет. 

Требуется построить точечный график. Подобрать уравнение 

регрессии y (производство молока в расчете на 100 га сельскохозяй-

ственных угодий) по x (энерговооруженность труда в сельскохозяй-

ственных организациях (энергетические мощности в расчете на 1 ра-

ботника)) лучшим образом аппроксимирующим фактические данные, 

рассчитать для него значение коэффициента корреляции. 
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Таблица 1.3 – Исходные данные к задачам № 1, 6, 11 
Показатели 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 

Производство молока в в хозяйствах всех  категорий, млн. т 32,9 33,5 33,3 31,9 31,1 31,3 32,0 32,2 

Урожайность кормовых корнеплодов (включая сахарную свеклу на 

корм), ц на 1 га 
209 199 228 230 238 258 258 265 

 

Продолжение таблицы 1.3 – Исходные данные к задачам № 1, 6, 11 
Показатели 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 

Производство молока в в хозяйствах всех  категорий, млн. т 32,3 31,5 31,2 31,2 29,8 30,0 29,9 29,8 30,2 

Урожайность кормовых корнеплодов (включая сахарную 

свеклу на корм), ц на 1 га 
267 209 189 275 249 273 253 267 255 

 

Таблица 1.4 – Исходные данные к задачам № 2, 7, 12 
Показатели 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 

Энергообеспеченность сельскохо-

зяйственных организаций (энерге-

тические мощности в расчете на 

100 га посевной площади) 

329 321 304 303 283 270 254 243 234 

Производство молока в расчете на 

100 га сельскохозяйственных уго-

дий, тонн 

9,4 9,8 10,4 10,2 9,7 9,9 10,2 11,0 11,4 
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Продолжение таблицы 1.4 – Исходные данные к задачам № 2, 7, 12 
Показатели 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 

Энергообеспеченность сельскохо-

зяйственных организаций (энерге-

тические мощности в расчете на 

100 га посевной площади) 

227 227 212 211 201 201 197 200 198 

Производство молока в расчете на 

100 га сельскохозяйственных уго-

дий, тонн 

11,8 11,7 11,9 12,3 11,9 12,3 12,0 13,0 13,6 

 

Таблица 1.5 – Исходные данные к задачам № 3, 8, 13 
Показатели 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 

Производство молока в расчете на 100 га сельскохозяйственных уго-

дий, тонн 
9,4 9,8 10,4 10,2 9,7 9,9 10,2 11,0 

Урожайность кормовых корнеплодов (включая сахарную свеклу на 

корм), ц на 1 га 
209 199 228 230 238 258 258 265 

 

Продолжение таблицы 1.5 – Исходные данные к задачам № 3, 8, 13 
Показатели 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 

Производство молока в расчете на 100 га сельскохозяйствен-

ных угодий, тонн 
11,8 11,7 11,9 12,3 11,9 12,3 12,0 13,0 13,6 

Урожайность кормовых корнеплодов (включая сахарную 

свеклу на корм), ц на 1 га 
267 209 189 275 249 273 253 267 255 
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Таблица 1.6 – Исходные данные к задачам № 4, 9, 14 
Показатели 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 

Средние потребительские цены на мо-

локо питьевое цельное за 1 л (на конец 

года, рублей за кг, в масштабе цен соот-

ветствующих лет) 

9,70 11,37 11,96 13,48 15,52 17,35 18,76 25,39 28,09 26,75 

Средние потребительские цены на сыры 

сычужные твердые и мягкие (на конец 

года, рублей за кг, в масштабе цен соот-

ветствующих лет) 

85,17 103,06 102,67 111,95 122,30 138,72 144,26 233,93 212,92 213,11 

 

Продолжение таблицы 1.6 – Исходные данные к задачам № 4, 9, 14 
Показатели 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 

Средние потребительские цены на мо-

локо питьевое цельное за 1 л (на конец 

года, рублей за кг, в масштабе цен со-

ответствующих лет) 

31,99 32,52 33,88 38,64 43,81 47,61 51,44 53,45 54,04 57,70 

Средние потребительские цены на сы-

ры сычужные твердые и мягкие (на 

конец года, рублей за кг, в масштабе 

цен соответствующих лет) 

263,20 273,43 272,57 326,89 388,81 418,61 461,71 478,88 502,55 552,03 
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Таблица 1.7 – Исходные данные к задачам № 5, 10, 15 
Показатели 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 

Энерговооруженность труда в 

сельскохозяйственных организа-

циях (энергетические мощности в 

расчете на 1 работника) 

51 54 54 55 57 59 60 63 63 

Производство молока в расчете на 

100 га сельскохозяйственных уго-

дий, тонн 

9,4 9,8 10,4 10,2 9,7 9,9 10,2 11,0 11,4 

 

Продолжение таблицы 1.7 – Исходные данные к задачам № 5, 10, 15 
Показатели 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 

Энерговооруженность труда в 

сельскохозяйственных организа-

циях (энергетические мощности в 

расчете на 1 работника) 

61 67 69 70 72 75 74 77 75 

Производство молока в расчете на 

100 га сельскохозяйственных уго-

дий, тонн 

11,8 11,7 11,9 12,3 11,9 12,3 12,0 13,0 13,6 
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2.МНОЖЕСТВЕННАЯ РЕГРЕССИЯ И КОРРЕЛЯЦИЯ 

 

2.1.Теоретическая справка 

Множественная регрессия – это уравнение связи с несколькими 

независимыми переменными: 

( )1 2, ,..., ,my f x x x = +  

где y – зависимая переменная (результативный признак); 

1 2, ,..., mx x x  –независимые переменные (признаки-факторы). 

Для построения уравнения множественной регрессии чаще ис-

пользуются следующие функции: 

-линейная – 1 1 2 2 ... ;m my a b x b x b x = +  +  + +  +  

-степенная – 1 2

1 2 ... ;mbb b

my a x x x =       

-экспонента –  1 1 2 2 ...
;m ma b x b x b x

y e
+  +  + +  +

=  

-гипербола –  
1 1 2 2

1

... m m

y
a b x b x b x 

=
+  +  + +  +

 

Можно использовать и другие функции, приводимые к линей-

ному виду.  

Для оценки параметров уравнения множественной регрессий 

применяют метод наименьших квадратов (МНК). Для линейных 

уравнений 

1 1 2 2 ... m my a b x b x b x = +  +  + +  +                                                    (2.1) 

строится следующая система нормальных уравнений, решение 

которой позволяет получить оценки параметров регрессии: 

1 1 2 2

2

1 1 1 1 2 1 2 1

2

1 1 2 2

... ,

... ,

....................................................................................

,

m m

m m

m m m m m m

y na b x b x b x

yx a x b x b x x b x x

yx a x b x x b x x b x

 = + + + +


= + + + +


 = + + +

   

    

    

                            (2.2) 

Для двухфакторной модели данная система будет иметь вид: 

1 1 2 2

2

1 1 1 2 1 2 1

2

2 2 2 1 1 2 2

,na b x b x y

a x b x b x x yx

a x b x b x x yx

 + + =


+ + =


+ + =

  

   

   

                                                   (2.3) 

Так же можно воспользоваться готовыми формулами, которые 

являются следствием из этой системы: 
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1 2 1 2

1 1 2

2 1 1 2

2 1 2

1 2

2 2

1 1 2 2

;
1

;
1

.

yx yx x xy

x x x

yx yx x xy

x x x

r r r
b

r

r r r
b

r

a y b x b x









−
= 

−

−
= 

−

= − −

                                                                        (2.4) 

В линейной множественной регрессии параметры при x называ-

ются коэффициентами «чистой» регрессии. Они характеризуют 

среднее изменение результата с изменением соответствующего фак-

тора на единицу при неизмененном значении других факторов, за-

крепленных на среднем уровне.  

Метод наименьших квадратов применим и к уравнению множе-

ственной регрессии в стандартизированном масштабе: 

1 21 2 ... ,
my x x m xt t t t   = + + + +                                                            (2.5) 

где 
1

, ,...,
my x xt t t – стандартизированные переменные: 

, ,
i

i

i i
y x

y x

y y x x
t t

 

− −
= =  для которых среднее значение равно нулю: 

0
iy xt t= = , а среднее квадратическое отклонение равно единице: 

1
y xi

t t = = ; i - стандартизированные коэффициенты регрессии. 

В силу того, что все переменные заданы как центрированные и 

нормированные, стандартизованные коэффициенты регрессии i  

можно сравнивать между собой. Сравнивая их друг с другом, можно 

ранжировать факторы по силе их воздействия на результат. В этом 

основное достоинство стандартизованных коэффициентов регрессии 

в отличие от коэффициентов «чистой» регрессии, которые несравни-

мы между собой.  

Применяя МНК к уравнению множественной регрессии в стан-

дартизированном масштабе, получим систему нормальных уравнений 

вида 

1 1 2 1 3 1

2 1 2 1 3 1

1 2 3

1 2 3

2 1 3

1 2 3

... ,

... ,

.........................................................

... ,

m

m

m m m m

yx x x x x m x x

yx x x x x m x x

yx x x x x x x m

r r r r

r r r r

r r r r

   

   

   

= + + + +


= + + + +


 = + + + +

                                               (2.6) 

где ,
i i jyx x xr r  – коэффициенты парной и межфакторной корреляции. 

Коэффициенты «чистой» регрессии bi связаны со стандартизо-

ванными коэффициентами регрессии 
i  следующим образом: 
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.i

i

xy

i i i i

x y

b b


 
 

 
= =  

 

                                                                      (2.7) 

Поэтому можно переходить от уравнения регрессии в стандар-

тизованном масштабе (3.5) к уравнению регрессии в натуральном 

масштабе переменных (3.1), при этом параметр a определяется как 

1 1 2 2 ... .m ma y b x b x b x= − − − −  

Рассмотренный смысл стандартизованных коэффициентов ре-

грессии позволяет их использовать при отсеве факторов – из модели 

исключаются факторы с наименьшим значением
i . 

Средние коэффициенты эластичности для линейной регрессии 

рассчитываются по формуле: 

,
j

j

yx j

x
Э b

y
=                                                                                       (2.8) 

которые показывают на сколько процентов в среднем изменится 

результат, при изменении соответствующего фактора на 1%. Средние 

показатели эластичности можно сравнивать друг с другом и соответ-

ственно ранжировать факторы по силе их воздействия на результат. 

Тесноту совместного влияния факторов на результат оценивает 

индекс множественной корреляции: 

1 2

2

... 2
1 .ост

m

y

yx x x

y

R



= −                                                                          (2.9) 

Значение индекса множественной корреляции лежит в пределах 

от 0 до 1 и должно быть больше или равно максимальному парному 

индексу корреляции: 

1 2 ... ( 1, ).
m iyx x x yxR r i m =

                  (2.10)
 

При линейной зависимости коэффициент множественной кор-

реляции можно определить через матрицы парных коэффициентов 

корреляции: 

1 2 ...

11

1 ,
myx x x

r
R

r


= −


        (2.11)

 

где 
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– определитель матрицы парных коэффициентов корреляции; 

 
– определитель матрицы межфакторной корреляции.  

Так же при линейной зависимости признаков формула коэффи-

циента множественной корреляции может быть также представлена 

следующим выражением: 

1 2 ... ,
m iyx x x i yxR r=                                                                        (2.12) 

где i  – стандартизованные коэффициенты регрессии; 
iyxr – пар-

ные коэффициенты корреляции результата с каждым фактором. 

Качество построенной модели в целом оценивает коэффициент 

(индекс) детерминации. Коэффициент множественной детермина-

ции рассчитывается как квадрат индекса множественной корреляции 

1 2

2

... myx x xR  

Для того чтобы не допустить преувеличения тесноты связи, 

применяется скорректированный индекс множественной детерми-

нации, который содержит поправку на число степеней свободы и рас-

считывается по формуле 

( )
( )

2 2 1ˆ 1 (1 ) ,
1

n
R R

n m

−
= − −

− −
                                                              (2.13) 

где n – число наблюдений, m – число факторов. При небольшом 

числе наблюдений нескорректированная величина коэффициента 

множественной детерминации R2 имеет тенденцию переоценивать 

долю вариации результативного признака, связанную с влиянием 

факторов, включенных в регрессионную модель.  
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Частные коэффициенты (или индексы) корреляции, измеряю-

щие влияние на y фактора xi , при элиминировании (исключении вли-

яния) других факторов, можно определить по формуле 

1 2

1 2 1 1

1 2 1 1

... ...

... ... 2

... ...

1
1 ,

1
i m

i i i m

i i i m

yx x x x

yx x x x x x

yx x x x x x

R
r

R− +

− +

−
= −

−
                                     (2.14) 

или по рекуррентной формуле: 

( )( )
1 2 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1

1 2 1 1

1 1 1 2 1 1 1

... ... ... ... ...

... ...
2 2

... ... ...1 1

i i i m m m i m i i m

i i i m

m m m i m i i m

yx x x x x x yx x x x yx x x x x x x

yx x x x x x

yx x x x yx x x x x x x

r r r
r

r r

− + − − − + −

− +

− − + −

− 
=

− −
             (2.15) 

Рассчитанные по рекуррентной формуле частные коэффициенты 

корреляции изменяются в пределах от –1 до +1, а по формулам через 

множественные коэффициенты детерминации – от 0 до 1. Сравнение 

их друг с другом позволяет ранжировать факторы по тесноте их связи 

с результатом. Частные коэффициенты корреляции дают меру тесно-

ты связи каждого фактора с результатом в чистом виде.  

При двух факторах формулы (2.14) и (2.15) примут вид: 

( )( ) ( )( )

1 2 1 2

1 2 2 1

2 1

1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 2 1

2 1 2 1 1 2

2 2

2 2

2 2 2 2

1 1
1 ; 1 .

1 1

; .
1 1 1 1

yx x yx x

yx x yx x

yx yx

yx yx x x yx yx x x

yx x yx x

x x x x x x

R R
r r

r r

r r r r r r
r r

r r r r

− −
= − = −

− −

−  − 
= =

− − − −

 

Значимость уравнения множественной регрессии в целом оце-

нивается с помощью F-критерия Фишера: 
2

2

1
.

1

R n m
F

R m

− −
= 

−
                                                                       (2.16) 

Частный F-критерий оценивает статистическую значимость 

присутствия каждого из факторов в уравнении. В общем виде для 

фактора x частный F-критерий определится как 

1 1 1 1

1

2 2

... ... ... ...

2

... ...

1
.

1
i m i i m

i

i m

yx x x yx x x x

x

yx x x

R R n m
F

R m
− +

− − −
= 

−
                                             (2.17) 

Фактическое значение F-критерия Фишера сравнивается с таб-

личным значением ( )1 2, ,таблF k k  при уровне значимости   и степенях 

свободы 1 1k =  и 2 1k n m= − − . При этом, если фактическое значение 
ixF - 

критерия больше табличного, то дополнительное включение фактора 

xi в модель статистически оправданно и коэффициент чистой регрес-

сии bi при факторе xi статистически значим. Если же фактическое 
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значение 
ixF  меньше табличного, то дополнительное включение в мо-

дель фактора xi не увеличивает существенно долю объясненной вари-

ации признака y , следовательно, нецелесообразно его 

включение в модель; коэффициент регрессии при данном фак-

торе в этом случае статистически незначим. 

Оценка значимости коэффициентов чистой регрессии проводит-

ся по t-статистике Стьюдента. В этом случае, как и в парной регрес-

сии, для каждого фактора используется формула: 

i

i

i
b

b

b
t

m
=                                                                                           (2.18) 

Для уравнения множественной регрессии (3.1) средняя квадра-

тическая ошибка коэффициента регрессии может быть определена по 

формуле: 

1

1

2

...

2

...

1 1
,

11

m

i

i i m

y yx x

b

x yx x x

R
m

n mR





 −
= 

− − −
                                                   (2.19) 

где 
1

2

...i myx x xR  – коэффициент детерминации для зависимости фак-

тора xi со всеми другими факторами уравнения множественной ре-

грессии. Для двухфакторной модели (m = 2) имеем: 

1 2

1

1 1 2

1 2

2

1 1 2

2

2

2

2

1 1
;

31

1 1
;

31

y yx x

b

x x x

y yx x

b

x x x

R
m

nr

R
m

nr









 −
= 

− −

 −
= 

− −

                                          (2.20), (2.21) 

Существует связь между t-статистикой Стьюдента и частным F-

критерием Фишера: 

ii xb
Ft =                                                                                        (2.22) 

Уравнения множественной регрессии могут включать в качестве 

независимых переменных качественные признаки (например, про-

фессия, пол, образование, климатические условия, отдельные регио-

ны и т.д.). Чтобы ввести такие переменные в регрессионную модель, 

их необходимо упорядочить и присвоить им те или иные значения, 

т.е. качественные переменные преобразовать в количественные.  

Такого вида сконструированные переменные принято в эконо-

метрике называть фиктивными переменными. Например, включать в 
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модель фактор «пол» в виде фиктивной переменной можно в следу-

ющем виде: 





−

−
=

женскийпол

мужскойпол
z

0

1
                                                                      (2.23) 

Коэффициент регрессии при фиктивной переменной интерпре-

тируется как среднее изменение зависимой переменной при переходе 

от одной категории (женский пол) к другой (мужской пол) при неиз-

менных значениях остальных параметров. 

 

2.2 Решение типовой задачи в MS Excel с использованием 

надстройки Анализ данных 

Пример. По 20 предприятиям региона изучается зависимость 

выработки продукции на одного работника y (тыс. руб.) от ввода в 

действие новых основных фондов x1 (% от стоимости фондов на ко-

нец года) и от удельного веса рабочих высокой квалификации в об-

щей численности рабочих x2 (%). Исходные данные приведены в таб-

лице 2.1 

Таблица 2.1 – Исходные данные 
Номер 

предприятия 
Y X1 X2 

Номер 

предприятия 
Y X1 X2 

1 7,0 3,9 10,0 11 9,0 6,0 21,0 

2 7,0 3,9 14,0 12 11,0 6,4 22,0 

3 7,0 3,7 15,0 13 9,0 6,8 22,0 

4 7,0 4,0 16,0 14 11,0 7,2 25,0 

5 7,0 3,8 17,0 15 12,0 8,0 28,0 

6 7,0 4,8 19,0 16 12,0 8,2 29,0 

7 8,0 5,4 19,0 17 12,0 8,1 30,0 

8 8,0 4,4 20,0 18 12, 8,5 31,0 

9 8,0 5,3 20,0 19 14,0 9,6 32,0 

10 10,0 6,8 20,0 20 14,0 9,0 36,0 
 

Требуется: 

1. Построить линейную модель множественной регрессии. На 

основе коэффициентов регрессии и средних коэффициентов эластич-

ности ранжировать факторы по степени их влияния на результат. 

2. Найти коэффициенты парной и множественной корреляции. 

3. Найти скорректированный коэффициент множественной де-

терминации. Сравнить его с нескорректированным (общим) коэффи-

циентом детерминации. 
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4. С помощью F -критерия Фишера оценить статистическую 

надежность уравнения регрессии и коэффициента детерминации 2

21xyx
R  

5. С помощью t -критерия оценить статистическую значимость 

коэффициентов чистой регрессии. 

 

Решение. Ввести исходные данные в таблицу в MS Excel. 

На вкладке Данные выбрать Анализ данных, в открывшемся 

диалоговом окне выбрать инструмент анализа: Описательная стати-

стика (рис. 2.1). 
 

Рисунок 2.1 – Вид окна Описательная статистика 
 

Заполнить диалоговое окно Описательная статистика. 

Входной интервал – исходные данные; 

Группировка – по строкам или по столбцам – указывается с уче-

том формирования таблицы с исходными данными (в примере табли-

ца сформирована с расположением исходных данных по столбцам); 

Метки в первой строке – отмечается в случае, если в диапазон 

Входной интервал входит название столбцов; 

Выходной интервал – достаточно указать верхнюю левую ячей-

ку будущего диапазона, либо Новый рабочий лист; 

Если необходимо указать дополнительные параметры: Итоговая 

статистика, Уровень надежности и т.д. 

Нажать ОК. 

Результаты вычислений представлены на рисунке 2.2. 
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Рисунок 2.2 – Результаты вычислений Итоговая статистика 
 

Сравнивая значения средних квадратических отклонений (в таб-

лице – Стандартная ошибка) и средних величин (в таблице – Среднее) 

определить коэффициент вариации. 

Значение коэффициента вариации до 0,35 (или 35%) свидетель-

ствует о том, что совокупность однородна, и для ее изучения могут 

использоваться метод наименьших квадратов и вероятностные мето-

ды оценки статистических гипотез. 

Значения линейных коэффициентов парной корреляции опреде-

ляет тесноту попарно связанных переменных, использованных в 

уравнении множественной регрессии. 

На вкладке Данные выбрать Анализ данных, в открывшемся 

диалоговом окне выбрать инструмент анализа: Корреляция (рис. 2.3). 

Рисунок 2.3 – Вид окна Корреляция 
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Заполнить диалоговое окно Корреляция. Нажать ОК, сформиру-

ется матрица коэффициентов парной корреляции (рис. 2.4). 

Рисунок 2.4 – Матрица коэффициентов парной корреляции 
 

Значения коэффициентов парной корреляции указывают на 

весьма тесную связь результативного признака y как с фактором х1, 

так и с фактором х2 (ryx1= 0,9699 и ryx2= 0,9408). Но вместе с тем меж-

факторная связь rх1x2= 0,9428 весьма тесная и превышает тесноту свя-

зи х2 с у. Поэтому для улучшения модели можно исключить из нее 

фактор х2, чтобы избежать искажения результатов в связи с высокой 

межфакторной зависимостью. 

Для вычисления параметров линейного уравнения множественной 

регрессии на вкладке Данные выбрать Анализ данных, в открывшемся 

диалоговом окне выбрать инструмент анализа: Регрессия (рис. 2.5). 

Рисунок 2.5 – Вид окна регрессия 
 

Заполнить диалоговое окно Регрессия. Обратите внимание, что 

входной интервал разделен на две части: 

Входной интервал Y – диапазон данных результативного при-

знака; 

Входной интервал X – диапазон данных всех факторов незави-

симых признаков. 

Нажать ОК, сформируются таблицы с параметрами линейного 

уравнения множественной регрессии ( рис. 2.6). 
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Рисунок 2.6 – Результаты применения инструмента Регрессия 

 

Выписываем, округляя до 4 знаков после запятой: 

уравнение регрессии: 

𝑦̂𝑥 = 1,8353 + 0,9459𝑥1 + 0,0856𝑥2. 

Коэффициенты регрессии свидетельствуют о том, что при уве-

личении ввода в действие новых основных фондов (Х1) на 1% от сто-

имости фондов на конец года выработка продукции на одного работ-

ника (Y) увеличится на 0,9459 тыс. руб., при постоянных значениях 

остальных условий. А при увеличении удельного веса рабочих высо-

кой квалификации в общей численности рабочих (Х2) на 1% выработ-

ка продукции на одного работника (Y) увеличится на 0,0856 тыс. 

руб., при постоянных значениях остальных условий. 

Средний коэффициент эластичности показывает, на сколько 

процентов изменится результат от значения своей средней у̅ при из-

менении значения фактора на 1 % от своей средней 𝑥𝑗̅ и при фиксиро-

ванном воздействии на результат всех прочих факторов. Средний ко-

эффициент эластичности (Э̅) для линейной регрессии рассчитывается 

как относительное изменение у на единицу относительного измене-

ния x: 

Э̅𝑦𝑥𝑗
=  𝑏𝑗

𝑥̅𝑗

𝑦̅
. 

Воспользуемся функцией СРЕДНЕЕ для расчета средних значе-

ний результативного признака и факторов, что позволит определить 

значения средних коэффициентов эластичности (рис. 2.7). 
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Рисунок 2.7 – Расчет частных коэффициентов эластичности 

 

Э̅𝑦𝑥1
= 0,6099, 

Э̅𝑦𝑥2
= 0,1989. 

Значения коэффициентов эластичности свидетельствуют о более 

сильном влиянии на результат фактора x1. 

Множественный коэффициент корреляции (Множественный R) 

имеет значение 0,9731 и характеризует тесноту линейной корреляци-

онной связи между одной случайной величиной и некоторым множе-

ством случайных величин.  

Нескорректированный коэффициент детерминации (R-квадрат): 

𝑅𝑦𝑥1𝑥2
2 = 0,9469 оценивает долю вариации результата за счет 

представленных в уравнении факторов в общей вариации результата. 

В примере эта доля составляет 94,7%. 

Скорректированный коэффициент детерминации (Нормирован-

ный R-квадрат): 

𝑅𝑦𝑥1𝑥2
2 = 0,9407 определяет тесноту связи с учетом степеней 

свободы общей и остаточной дисперсий. Он дает такую оценку тес-

ноты связи, которая не зависит от количества факторов в модели и 

следовательно может сравниваться по разным моделям с разным ко-

личеством факторов.  

Оба показателя указывают на весьма высокую детерминирован-

ность результата y в модели факторами x1 и x2. 

Фактическое значение F -критерия Фишера: 

F = 151,6535. 
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Вероятность случайного получения такого значения равна 0,000 

(Значимость F – 0,000), что не превышает допустимый уровень 5%. 

Следовательно, полученное значение не случайно, т.е. подтверждает-

ся статистическая значимость всего уравнения и показателя тесноты 

связи (Множественный R). 

Остаточная дисперсия на одну степень свободы: 

𝑆ост
2 = 0,3584. 

Корень квадратный из остаточной дисперсии (стандартная 

ошибка): 

𝑆ост = 0,5987. 

Стандартные ошибки для параметров регрессии: 

ma = 0,4711, mb1 = 0,2126, mb2 = 0,0605. 

Они показывают, какое значение данной характеристики сфор-

мировалось под влиянием случайных факторов. Эти значения исполь-

зуются для расчета t-статистики Стьюдента. 

Фактические значения t-статистики Стьюдента: 

ta = 3,90,  tb1 = 4,45, tb2 = 1,42. 

Если фактическое значение t-статистики Стьюдента больше таб-

личного при (n-2, α=0,05)=2,1009 (прил. 2), то можно сделать вывод 

существенности данного показателя. В данном случае статистически 

значимыми являются b0 и b1, а величина b2 сформировалась под воз-

действием случайных причин, поэтому фактор х2 можно исключить 

как несущественно влияющий, неинформативный. 

Доверительные интервалы: 

0,8414 ≤ b0* ≤ 2,8291 

0,4974 ≤ b1* ≤ 1,3944 

-0,0420 ≤ b2* ≤ 0,2132 

Одновременно с построением доверительных интервалов обыч-

но производится проверка статистической значимости параметров 

уравнения регрессии. При этом выдвигаются нулевые гипотезы о ра-

венстве нулю действительных значений параметров. Имеет место 

следующее правило: если рассчитанные границы доверительного ин-

тервала имеют разные знаки, т.е. интервал включает в себя нуль, то 

соответствующий параметр уравнения регрессии незначим. Напро-

тив, если доверительный интервал не содержит нуля, то соответству-

ющий параметр статистически значим. 

Исходя из этого, можно сделать вывод о том, что статистически 

значимыми являются b0 и b1, а величина b2 имеет случайную природу. 
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Удаляя из модели переменную x2, переходим к исследованию 

однофакторной модели с одной переменной x1. Подробно подобное 

исследование представлено в разделе 1.2. 

 

2.3 Использование функции ЛИНЕЙН в MS Excel 

Подробное описание и синтаксис функции ЛИНЕЙН рассмотре-

ны в разделе 1.3. Остановимся на особенностях применения функции 

для множественной регрессии. 

Уравнение множественной регрессии имеет следующий вид: 

𝑦 = 𝑎 +  ∑ 𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑥𝑗 

где n – количество факторов включенных в модель. 

Если необходимо отобразить не только наклон и отрезок, но и 

дополнительные статистики, выделяется диапазон на один столбец 

больше, чем столбцов с переменными х, и высотой 5 строк. На ри-

сунке 2.7 выделен диапазон Е8:G12 (3 столбца по 5 строк), поскольку 

в примере две переменные х1 и x2. Необходимо дополнительно ввести 

значения двух констант: «Конст» и «Статистика». С помощью первой 

константы отмечается, присутствует (1) или нет (0) в спецификации 

модели свободный параметр а. Второй константе «Статистика» при-

сваивается значение 1. Это означает, что нужно получить полную 

информацию, т.е. вывести дополнительные статистики. После ввода 

формулы нажатием Ctrl+Shift+Enter, результат должен соответство-

вать рисунку 2.8. 

 

Рисунок 2.8 – Результат использования функции ЛИНЕЙН 
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Необходимо учесть, что, не смотря на то, что в таблице с исход-

ными данными факторы располагаются по порядку, в первом столбце 

переменная x1, во втором x2. Результаты расчета в первых двух стро-

ках выходного интервала Е8:G12 представлены следующим образом 

– в столбце E для переменной x2, в столбце F для переменной x1. 

Полученные данные позволяют: 

составить уравнение регрессии: 

𝑦̂𝑥 = 1,8353 + 0,9459𝑥1 + 0,0856𝑥2, 

рассчитать множественный коэффициент корреляции. Для вы-

числения коэффициента корреляции достаточно извлечь квадратный 

корень из значения коэффициента детерминации: 

√0,9469 = 0,9731, 

оценить нескорректированный коэффициент детерминации: 

𝑅𝑦𝑥1𝑥2
2 = 0,9469, 

оценить фактическое значение F -критерия Фишера: 

F = 151,653, 

стандартные ошибки для параметров регрессии: 

ma = 0,4711; mb1 = 0,2126; mb2 = 0,0605. 

Эти значения используются для расчета t-статистики Стьюдента. 

ta= 
𝑎

𝑚𝑎
 = 

1,8353

0,4711
 = 3,8961, 

tb1= 
𝑏1

𝑚𝑏1
 = 

0,9459

0,2126
 = 4,4499, 

tb2 = 
𝑏2

𝑚𝑏2
 = 

0,0856

0,0605
 = 1,4156. 

Корень квадратный из остаточной дисперсии (стандартная 

ошибка): 

Sост = 0,5987. 

 

2 ГЕТЕРОСКЕДАСТИЧНОСТЬ 

 

3.1 Теоретическая справка 

Гетероскедастичность – понятие, используемое в прикладной 

статистике (чаще всего – в эконометрике), означающее неоднород-

ность наблюдений, выражающуюся в неодинаковой (непостоянной) 

дисперсии случайной ошибки регрессионной модели. Гетеро-

скедастичность противоположна гомоскедастичности, означающей 

однородность наблюдений, то есть постоянство дисперсии случайных 

ошибок модели. 
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Наличие гетероскедастичности случайных ошибок приводит к 

неэффективности оценок, полученных с помощью метода наимень-

ших квадратов. Кроме того, в этом случае оказывается смещённой и 

несостоятельной классическая оценка ковариационной матрицы 

МНК-оценок параметров. Следовательно, статистические выводы о 

качестве полученных оценок могут быть неадекватными. В связи с 

этим тестирование моделей на гетероскедастичность является одной 

из необходимых процедур при построении регрессионных моделей. 

Разработан ряд методов и тестов для обнаружения гетеро-

скедастичности. К ним относятся: тест ранговой корреляции Спирме-

на, тест Гольдфельда-Квандта, тест Уайта. 

Для обнаружения гетероскедастичности для рассматриваемого в 

этом разделе примера будем использовать тест Гольдфельта-Квандта.  

Тест Гольдфельда-Квандта применяется, если случайные остат-

ки предполагаются нормально распределенными величинами и объем 

наблюдений достаточно большой.  

Процедура проверки следующая: 

1. Все наблюдения упорядочивают по мере возрастания какой-

либо независимой переменной, которая, как предполагается, оказыва-

ет влияние на изменение дисперсии случайных остатков; 

2. Упорядоченную совокупность делят на три группы, причем 

первая и последняя должны быть равного объема, с числом наблюде-

ний, больших, чем число параметров модели регрессии. Пусть в 

первую и третью группы отобрано по k наблюдений, тогда во второй 

группе (n – 2k) наблюдений; 

3. По первой и третьей группам находят параметры уравнений 

регрессии той же структуры, что и исходное уравнение регрессии, и 

остаточные суммы квадратов по каждой модели; 

4. Используя данные об остаточных суммах квадратов моделей 

первой и третьей групп, рассчитывают фактическое значение F-

критерия Фишера по формуле:  

𝐹 =  
𝑆3/(𝑚−𝑝−1) 

𝑆1/(𝑚−𝑝−1)
=  

𝑆3

𝑆1
. 

Если расчетное значение F >Fтабл, где 

𝐹табл = ( 𝛼 = 0,05; 𝑘1 = 𝑘 2 = 𝑚 − 𝑝 − 1), то признается нали-

чие гетероскедастичности, в обратном случае – наличие го-

москедастичности. 
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3.2 Тест Гольдфельда-Квандта в MS Excel 

Все 20 наблюдений представленных в таблице 2.1 необходимо 

упорядочить по возрастанию переменной Х1. Для этого нужно вы-

брать пункты Данные → Сортировка. 

В диалоговом окне «Сортировка» отметить «Сортировать по»: 

Столбец – X1; Сортировка – Значения; Порядок – По возрастанию 

(рис.3.1). Нажать ОК. 

 

Рисунок 3.1 – Вид окна Сортировка 
 

Вся отсортированная выборка делится на три приблизительно 

равные подвыборки с размерностью:  𝑚1 = 7,  𝑚2 = 6,  𝑚3 = 7 

Рисунок 3.2 ‒ Деление на подвыборки по Х1 
 

Строится регрессия для первых 7 наблюдений (рис. 3.3) и для 

последних 7 наблюдений (рис.3.4).  
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Рисунок 3.3 – Результат регрессии для первой подвыборки 

 

 

Рисунок 3.4 ‒ Результат регрессии для последней подвыборки 
 

Определяется F – статистика: 

𝐹 =  
𝑆3/(𝑚−𝑝−1) 

𝑆1/(𝑚−𝑝−1)
=  

𝑆3

𝑆1
 , 

𝐹 =  
0,51973083

0,599654739
= 0,8667 , 

𝐹табл = ( 𝛼 = 0,05; 𝑘1 = 𝑘 2 = 𝑚 − 𝑝 − 1 = 4) = 6,39 , 

ВЫВОД ИТОГОВ

Регрессионная статистика

Множественный R 0,548090142

R-квадрат 0,300402804

Нормированный R-квадрат -0,049395794

Стандартная ошибка 0,387186886

Наблюдения 7

Дисперсионный анализ

df SS MS F Значимость F

Регрессия 2 0,257488118 0,128744059 0,858787901 0,489436237

Остаток 4 0,599654739 0,149913685

Итого 6 0,857142857

КоэффициентыСтандартная ошибкаt-статистика P-Значение Нижние 95% Верхние 95%

Y-пересечение 6,051318267 1,699398676 3,560858529 0,023567893 1,333031133 10,7696054

X1 0,037664783 0,52465726 0,071789311 0,946215748 -1,419017298 1,494346865

X2 0,059165097 0,061353981 0,964323689 0,389492172 -0,111180863 0,229511057

ВЫВОД ИТОГОВ

Регрессионная статистика

Множественный R 0,950026562

R-квадрат 0,902550469

Нормированный R-квадрат 0,837584116

Стандартная ошибка 0,416225432

Наблюдения 6

Дисперсионный анализ

df SS MS F Значимость F

Регрессия 2 4,813602503 2,406801252 13,89258312 0,03042073

Остаток 3 0,51973083 0,17324361

Итого 5 5,333333333

КоэффициентыСтандартная ошибкаt-статистика P-Значение Нижние 95%

Y-пересечение -0,856193404 2,595510546 -0,329874754 0,763186184 -9,116266352

7,2 1,099941846 0,415585231 2,646729874 0,077209582 -0,222635837

25 0,132258868 0,091365762 1,447575833 0,24355137 -0,158507762
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𝐹 <  𝐹табл  – гетероскедастичность отсутствует. 

Следует отметить, что переменная Х1 гомоскедастична, но это 

не значит, что по всем остальным переменным модель может не быть 

гетероскедастичной. Поэтому необходима дальнейшая проверка по 

остальным переменным. 

Теперь все 20 наблюдений необходимо сортировать по возрас-

танию переменной Х2. После этого применить тест по вновь образо-

ванным подвыборкам. 

Результат регрессии для первой и последней подвыборок 

представлены на рисунках 3.5 и 3.6. 

 

Рисунок 3.5 – Результат регрессии для первой подвыборки 

 

 

 

 

ВЫВОД ИТОГОВ

Регрессионная статистика

Множественный R 0,846238

R-квадрат 0,716119

Нормированный R-квадрат 0,526865

Стандартная ошибка 0,280813

Наблюдения 6

Дисперсионный анализ

df SS MS F Значимость F

Регрессия 2 0,596766007 0,298383003 3,783908046 0,151253005

Остаток 3 0,236567327 0,078855776

Итого 5 0,833333333

КоэффициентыСтандартная ошибкаt-статистика P-Значение Нижние 95%

Y-пересечение 5,544159 1,024296447 5,412651044 0,012367778 2,28439079

3,9 0,68958 0,331336659 2,081206961 0,128853906 -0,364880965

10 -0,07918 0,109108664 -0,725717579 0,520502174 -0,426414539
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Рисунок 3.6 – Результат регрессии для последней подвыборки 
 

Определить F – статистику: 

𝐹 =  
𝑆3/(𝑚−𝑝−1) 

𝑆1/(𝑚−𝑝−1)
=  

𝑆3

𝑆1
 , 

𝐹 =  
0,51973083

0,236567327
= 2,1969 , 

𝐹табл = ( 𝛼 = 0,05; 𝑘1 = 𝑘 2 = 𝑚 − 𝑝 − 1 = 4) = 6,39 , 

𝐹 <  𝐹табл – гетероскедастичность отсутствует. 

Таким образом, в результате проверки выяснилось, что по всем 

переменным модель является гомоскедастичной.  

 

Задачи для самостоятельного решения. 

 

Задача 1. 

По данным, представленным в табл. 2.2, исследуется зависи-

мость между величиной накладных расходов 36 строительных орга-

низаций Y (млн. руб.) и следующими тремя факторами: 

x1 – объемом выполненных работ, млн. руб. 

x2 – численностью рабочих, чел. 

x3 – фондом зарплаты, млн. руб. 
 

 

 

ВЫВОД ИТОГОВ

Регрессионная статистика

Множественный R 0,950027

R-квадрат 0,90255

Нормированный R-квадрат 0,837584

Стандартная ошибка 0,416225

Наблюдения 6

Дисперсионный анализ

df SS MS F Значимость F

Регрессия 2 4,813602503 2,406801252 13,89258312 0,03042073

Остаток 3 0,51973083 0,17324361

Итого 5 5,333333333

КоэффициентыСтандартная ошибкаt-статистика P-Значение Нижние 95%

Y-пересечение -0,85619 2,595510546 -0,329874754 0,763186184 -9,116266352

7,2 1,099942 0,415585231 2,646729874 0,077209582 -0,222635837
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Таблица 2.2 – Исходные данные 

№ Y X1 X2 X3 

10 3,40 15,00 670,00 5,76 

11 4,10 14,70 622,00 6,10 

12 4,10 13,30 566,00 6,06 

13 3,10 14,60 518,00 4,92 

14 2,80 11,70 510,00 4,13 

15 2,10 10,60 452,00 4,38 

16 2,50 10,00 447,00 4,16 

17 2,00 9,00 497,00 4,32 

18 2,40 9,50 428,00 4,02 

19 2,30 7,00 381,00 3,32 

20 2,40 9,10 385,00 3,62 

21 2,50 6,80 412,00 3,46 

22 2,20 5,50 293,00 2,14 

23 1,60 5,10 284,00 2,24 

24 3,40 12,20 514,00 3,96 

25 2,70 11,00 407,00 3,34 

26 3,20 9,30 577,00 3,68 

27 2,90 5,90 265,00 2,12 

28 4,80 25,90 977,00 10,65 

29 3,70 23,50 724,00 6,81 

30 4,40 19,80 983,00 9,24 

31 3,70 18,80 828,00 8,86 

32 4,80 19,10 766,00 7,35 

33 3,70 18,80 615,00 5,29 

34 3,60 17,40 583,00 5,83 

35 4,00 14,10 591,00 6,27 

36 3,80 13,80 593,00 5,40 
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Требуется. Построить уравнение множественной линейной ре-

грессии с использованием пакета Анализ данных с полным набором 

факторов. Отобрать информативные факторы в модель. 

Построить уравнение множественной регрессии только со зна-

чимыми факторами. Оценить качество полученного уравнения ре-

грессии. Оценить статистическую значимость уравнения регрессии, 

используя F-критерий Фишера (a =0,05) и статистическую значимость 

параметров регрессии, используя t-статистику Стьюдента. 

 

Задача 2. 

По данным, представленным в табл. 2.3, исследуется зависи-

мость между ценой автомобиля по 15 объявлениям о продаже Y (усл. 

ден. ед.) и следующими тремя факторами: 

x1 – пробег, тыс. км. 

x2 – срок эксплуатации, лет. 

x3 – объем двигателя, л. 
 

Таблица 2.3 – Исходные данные 

№ автомобиля Y X1 X2 X3 

1 12500 130 12 2,3 

2 13700 120 10 1,9 

3 9200 300 15 1,8 

4 11400 180 13 2,1 

5 15800 150 14 2,6 

6 12300 80 8 1,7 

7 16300 170 10 2,4 

8 10200 210 11 1,9 

9 11000 250 7 1,9 

10 12700 150 9 1,7 

11 15000 90 4 2,2 

12 10500 230 13 2,4 

13 17200 120 8 2,3 

14 16000 110 9 2,5 

15 17100 120 6 2,6 
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Требуется. Построить уравнение множественной линейной ре-

грессии с использованием пакета Анализ данных с полным набором 

факторов. Отобрать информативные факторы в модель. 

Построить уравнение множественной регрессии только со зна-

чимыми факторами. Оценить качество полученного уравнения ре-

грессии. 

Оценить статистическую значимость уравнения регрессии, ис-

пользуя F-критерий Фишера (a =0,05) и статистическую значимость 

параметров регрессии, используя t-статистику Стьюдента. 

 

Задача 3. 

По данным, представленным в табл. 2.4, исследуется зависи-

мость между прибылью по 13 банкам Y (млн. руб.) и следующими 

четырьмя факторами: 

x1 – собственный капитал, млн. руб. 

x2 – привлеченные средства, млн. руб. 

x3 – депозитная ставка, % годовых 

X4 – кредитная ставка, % годовых 
 

Таблица 2.4 – Исходные данные 

№ банка Y X1 X2 X3 X4 

1 115 4428 3278 12,5 17,7 

2 80 3756 5696 11,7 18,2 

3 97 2970 2210 11,2 19,1 

4 92 6231 5823 9,7 15,2 

5 129 3960 4569 13,5 18,5 

6 223 7354 2896 10,8 18,6 

7 251 4662 3526 12,1 15,7 

8 267 4760 2259 11,7 16,6 

9 137 4569 4596 13,7 17,3 

10 163 5274 3271 12,5 19,3 

11 225 5418 4596 12,8 17,8 

12 278 5359 3256 11,2 14,5 

13 367 8254 5189 10,4 13,7 
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Требуется. Построить уравнение множественной линейной ре-

грессии с использованием пакета Анализ данных с полным набором 

факторов. Отобрать информативные факторы в модель. 

Построить уравнение множественной регрессии только со зна-

чимыми факторами. Оценить качество полученного уравнения ре-

грессии. Оценить статистическую значимость уравнения регрессии, 

используя F-критерий Фишера (a =0,05) и статистическую значимость 

параметров регрессии, используя t-статистику Стьюдента. 

 

Задача 4. 

По данным, представленным в табл. 2.5, исследуется зависи-

мость между объемом реализованной продукции кондитерского 

предприятия за 12 месяцев Y (тыс. руб.) и следующими четырьмя 

факторами: 

x1 – затраты на телерекламу, тыс. руб. 

x2 – затраты на радиорекламу, тыс. руб. 

x3 – затраты на газетную рекламу, тыс. руб. 

X4 – затраты на наружную рекламу, тыс. руб. 
 

Таблица 2.5 – Исходные данные 

Месяц Y X1 X2 X3 X4 

1 14 050 240 42 42 34 

2 16 310 263 47 44 36 

3 15 632 241 55 45 35 

4 15 126 276 47 42 32 

5 13 972 236 49 47 25 

6 15 753 272 44 45 39 

7 16 661 276 57 55 45 

8 15 584 260 46 47 36 

9 15 326 280 40 35 34 

10 14 077 248 38 38 29 

11 15 528 289 49 45 25 

12 1 755 258 56 52 26 
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Требуется. Построить уравнение множественной линейной ре-

грессии с использованием пакета Анализ данных с полным набором 

факторов. Отобрать информативные факторы в модель. 

Построить уравнение множественной регрессии только со зна-

чимыми факторами. Оценить качество полученного уравнения ре-

грессии. Оценить статистическую значимость уравнения регрессии, 

используя F-критерий Фишера (a =0,05) и статистическую значимость 

параметров регрессии, используя t-статистику Стьюдента. 

 

Задача 5.  

По данным, представленным в табл. 2.2, исследуется зависи-

мость между величиной накладных расходов 36 строительных орга-

низаций Y (млн. руб.) и следующими тремя факторами: 

x1 – объемом выполненных работ, млн. руб. 

x2 – численностью рабочих, чел. 

x3 – фондом зарплаты, млн. руб. 

Требуется. Построить уравнение множественной линейной ре-

грессии с использованием функции ЛИНЕЙН с дополнительной ста-

тистикой. Оценить качество полученного уравнения регрессии. Оце-

нить статистическую значимость уравнения регрессии, используя F-

критерий Фишера (a =0,05) и статистическую значимость параметров 

регрессии, используя t-статистику Стьюдента. 

Провести исследование на обнаружение гетероскедастичности с 

использованием теста Гольдфельта-Квандта. 

 

Задача 6. 

По данным, представленным в табл. 2.3, исследуется зависи-

мость между ценой автомобиля по 15 объявлениям о продаже Y (усл. 

ден. ед.) и следующими тремя факторами: 

x1 – пробег, тыс. км. 

x2 – срок эксплуатации, лет. 

x3 – объем двигателя, л. 

Требуется. Построить уравнение множественной линейной ре-

грессии с использованием функции ЛИНЕЙН с дополнительной ста-

тистикой. Оценить качество полученного уравнения регрессии. Оце-

нить статистическую значимость уравнения регрессии, используя F-

критерий Фишера (a =0,05) и статистическую значимость параметров 

регрессии, используя t-статистику Стьюдента. 
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Провести исследование на обнаружение гетероскедастичности с 

использованием теста Гольдфельта-Квандта. 

 

Задача 7. 

По данным, представленным в табл. 2.4, исследуется зависи-

мость между прибылью по 13 банкам Y (млн. руб.) и следующими 

четырьмя факторами: 

x1 – собственный капитал, млн. руб. 

x2 – привлеченные средства, млн. руб. 

x3 – депозитная ставка, % годовых 

X4 – кредитная ставка, % годовых 

Требуется. Построить уравнение множественной линейной ре-

грессии с использованием функции ЛИНЕЙН с дополнительной ста-

тистикой. Оценить качество полученного уравнения регрессии. Оце-

нить статистическую значимость уравнения регрессии, используя F-

критерий Фишера (a =0,05) и статистическую значимость параметров 

регрессии, используя t-статистику Стьюдента. 

Провести исследование на обнаружение гетероскедастичности с 

использованием теста Гольдфельта-Квандта. 

 

Задача 8. 

По данным, представленным в табл. 2.5, исследуется зависи-

мость между объемом реализованной продукции кондитерского 

предприятия за 12 месяцев Y (тыс. руб.) и следующими четырьмя 

факторами: 

x1 – затраты на телерекламу, тыс. руб. 

x2 – затраты на радиорекламу, тыс. руб. 

x3 – затраты на газетную рекламу, тыс. руб. 

X4 – затраты на наружную рекламу, тыс. руб. 

Требуется. Построить уравнение множественной линейной ре-

грессии с использованием функции ЛИНЕЙН с дополнительной ста-

тистикой. Оценить качество полученного уравнения регрессии. Оце-

нить статистическую значимость уравнения регрессии, используя F-

критерий Фишера (a =0,05) и статистическую значимость параметров 

регрессии, используя t-статистику Стьюдента. 

Провести исследование на обнаружение гетероскедастичности с 

использованием теста Гольдфельта-Квандта. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1 

Таблица значений F –критерия Фишера при уровне значимости  

α = 0,05 
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Приложение 2 

Критические значения t-критерия Стьюдента при уровне значимости 

0,01, 0,05, 0,1 (двухсторонний) 
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